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INTRODUCTION 



Motivation générale 

Dans l'article [45] Langlands a prédit l'existence d'un lien entre les motifs de Gro- 
thendieck définis sur des corps de nombres et certaines représentations automorphes 
des groupes linéaires. Pour certaines formes modulaires un cas particulier bien connu 
de cette correspondance est réalisé dans la cohomologie des courbes modulaires. Plus 
généralement, soit G un groupe réductif défini sur Q possédant une donnée de Shi- 
mura (G, X). Langlands a donné une description conjecturale du motif découpé par une 
représentation automorphe II de G dans la variété de Shimura Sh(G, X) en fonction du 
L-paramètre (conjectural) de II ([45]). 

Dans cette thèse, nous démontrons des analogues locaux en des places non-archimédiennes 
de cette conjecture. Qu'entendons nous par analogue local ? En la place archimédienne 
de Q l'objet local équivalent naturel de la variété de Shimura Sh(G, X) est l'espace 
symétrique hermitien X uniformisant la variété analytique Sh(G, X)(C), tandis que les 
objets associés aux représentations automorphes de G sont les représentations irréductibles 
du groupe de Lie G(M) au sens d'Harisch-Chandra. Les travaux de Schmid étudient ainsi 
la contribution des séries discrète de G(M) dans la cohomologie de X (l'analogue 
local de l'identification de l'action du groupe de Galois motivique consisterait dans ce 
cas à déterminer une structure de Hodge sur ces espaces de cohomologie). Les analogues 
non-archimédiens en un premier |) de Q de l'espace symétrique X sont les espaces rigides 
p-adiques de Rapoport-Zink ([51]) uniformisant certains ouverts rigides des variétés de 
Shimura Sh(G, X) (ils ne sont pas définis pour tous les couples (G, X)). 

Espaces de Rapoport-Zink 

Pour comprendre la définition des espaces de Rapoport-Zink rappelons que la plupart 
des variétés de Shimura devraient se décrire comme des espaces de modules de motifs. 
L'espace X s'interprète ainsi comme la contrepartie locale archimédienne de ce point 
de vue puisque c'est un espace de modules de structures de Hodge. Supposons que les 
variétés Sh(G, X) s'interprètent comme espaces de modules de variétés abclicnnes. Les 
espaces de Rapoport-Zink sont alors la contrepartie f)-adique de ce point de vue : ce sont 
des espaces de modules de groupes p-divisibles munis de structures de niveaux. 

Contrairement à X les espaces de Rapoport-Zink ne sont pas simplement connexes ; 
il s'agit d'une tour d'espaces rigides {ÂiK)K indexée par les sous groupes compacts 
ouverts de G{Qp) telle que si K' est un sous groupe compact ouvert de K, le morphisme 
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de transition M.k' ~^ ■^K est un revêtement étale. Cette tour est munie d'une action de 
Un deuxième groupe algébrique p-adique entre enjeux, une forme intérieure d'un 
sous groupe de Levi de la forme intérieure quasi-déployée de Gq^,. On le note Ji,. Celui-ci 
agit sur chaque espace Mk de manière compatible aux morphismes de transition. Le 
troisième groupe entrant en jeu est le groupe de Weil We d'une extension de degré fini 
deQp. 



Esquisse des résultats 

Considérons la cohomologie étale ^-adique à support compact au sens de Berkovich 
des M.K pour un ^ 7^ p, 

Lorsque K varie celle ci est munie d'une action lisse de G(Qp) x J5 x We- 

Les résultats principaux de cette thèse concernent des espaces de Rapoport-Zink pour 
lesquels le groupe Jf, est une forme intérieure de Gqp- Ce sont ceux qui uniformisent 
les strates supersingulicrcs des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées définies 
dans [36]. Le premier résultat concerne le cas 011 G(Qp) = GL„(F) pour une extension 
F\Qp non ramifiée, et J}, = où D est une algèbre à division sur F. Soit JL la 
correspondance de Jacquet-Langlands qui associe à une représentation irréductible de 
une représentation de la série discrète de GL„(F). Soit p une représentation de Jb 
telle que JL(p) soit supercuspidale. Soit tt une représentation supercuspidale de G{Qp). 
D'après la correspondance de Langlands locale ([26]), à tt est associé un certain L- 
paramètre V'- Nous démontrons que p^tt intervient virtuellement dans la somme alternée 
de la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink ssi tt = JL(p). Nous démontrons qu'alors 
la représentation galoisienne découpée par p (g) vr s'exprime simplement en fonction du 
L-paramètre ip. 

Nous démontrons le môme type de résultat lorsque G(Qp) = Jb = GL„(i^), la corres- 
pondance de Jacquet-Langlands étant alors l'identité. 

Nous démontrons également le premier cas de loi de réciprocité non abélienne locale 
construite géométriquement et associée à des groupes autres que des formes intérieures 
des groupes linéaires. Plus précisément, il s'agit du cas où Jb = G{Qp) = GU{3) est 
le groupe de similitudes unitaires non ramifié en trois variables. Contrairement au cas 
précédents, les L-paquets de représentations de OU {3) ne sont pas tous de cardinal 1. Le 
résultat est alors du même type que précédemment après sommation sur un tel L-paquet. 



Conjectures de Kottwitz 

Se basant sur la description conjecturale de Langlands du motif, et en particulier de la 
représentation galoisienne dans la cohomologie £-adique, associé à une représentation au- 
tomorphe de G dans la variété de Shimura Sh(G, X), ainsi que sur la formule conjecturale 
d'Arthur pour la multiplicité d'une représentation automorphe dans un A-paquet discret 
de G, Kottwitz a formulé une conjecture concernant la contribution d'une représentation 
"discrète" de G{Qp) x Jb dans les espaces de cohomologie H*{A4k,Q£) ainsi que de la 
représentation galoisienne associée ([50] et [25]). Les résultats de cette thèse sont des 
cas particuliers de ces conjectures. 
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Énoncés précis 

Les résultats principaux de cette thèse sont les suivants : 

Théorème (théorèmes III. 10. 1.4 et III.10.1.5). — Soit {V,F,b,fi) une donnée lo- 
cale de Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.1.1). Soit E C Qp 
le corps réflex associé. Soient Mk = MK{b-il^) les espaces de Rapoport-Zink associés 
(1.2.2.2.1). 

1. Supposons le groupe réductif Ji, anisotrope modulo son centre, c'est à dire Ji, = 
pour une algèbre à division D sur F d'invariant calculé en fonction de fj,. Notons JL 
la correspondance de J acquêt- Langlands. Soit vr une représentation irréductible de 
Jl telle que JL(tt) soit supercuspidale. L 'égalité suivante est vérifiée dans le groupe 
de Grothendieck Groth{G{Qp) x We) 

^(-in lim Homj^{Hi{MKèCp,Q'e),T^)]cusp = Wir)] (8) [r^ o âe{JL{Tr))\E] M^^'^^ 

i K 

où di la correspondance de Langlands locale "absolue" i-adique pour le groupe 
linéaire (A. 7.1) et r^ la représentation du L-groupe associé (A. 7. 2) sur E. 

2. Supposons le groupe réductif Jb égal àG = GL„. Soit tt une représentation irréductible 
supercuspidale de Ji,. Il y a une égalité dans Groth{G{Qp) x We) 

{-iy[ lim Homj^{Hl{MK®Cp,Qi),7r)]cusp = M <S) [r^ o à^(7r)|E] |.|-^- — 

i K 

Dans cet énoncé, la donnée de Rapoport-Zink locale est l'analogue non-archimédien 
local d'une donnée de Shimura. 



Théorème (théorème III. 10. 2. 2). — Soit [F, *, V,< ., . >, b, /x) une donnée locale de 
type P. E.L. non ramifiée simple basique (L2.2.1.2). Supposons p ^2, [F : Qp]/2 impair 
et dmiF{V) = 3. Soit E cQp le corps réflex associé. Soient Mk = Mk{b, fi) les espaces 
de Rapoport-Zink associés (1.2.2.2.2). 

1. Soit V' : Wq^ ^ une classe de conjugaison de L-paramètres vérifiant : im{ip) 

n'est pas contenue dans pour un sous groupe de Borel B de G. Soit n(^/') le 
L-paquet supercuspidal de représentations de G{Qp) associé (C. 1.4.2). Rappelons 
que Jb = G(Qp) = GU{2>). L'égalité suivante est vérifiée dans Groth{G{Qp) x We) 



E 

7ren(V') 



lim Homj^ 



vr 



K 



cusp 



7ren(v>) 



4 



En particulier, si n(^/)) est stable la conjecture de Kottwitz ([50],[25]). est vérifiée. 

2. Soit un caractère du groupe endoscopique H de U{3) (appendice C) et StH{0 
la représentation de Steinberg associée. Soit Il{StH{0) = i'^'^iOi'^^iO} ^- 
paquet transfert endoscopique à U{3) (C.1.6). Soit II = {vr^jVr'^} un L-paquet de 



représentations de 
un L-paramètre tp 



tel que vrj 
X 5^2 (C) 



C/(3) 



= TT (Ç),7ri^^^2-| = 7r^(Ç). A H est associé 
^G. L'égalité suivante est vérifiée dans 
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Groth{G{%) X We) : 

lim Homj^ (hI {MK^Cp, Wi) , vr") 



K 



+ 



cusp 



Ivm Exfj^_i,,jH'{MKèCp,qe),7r^ 

K 



cusp 



r,, o 



3. Soit X un caractère de G{Qp) et Stoix) représentation de Steinberg associée. 
L'égalité suivante est vérifiée dans Groth{G{Q) x We) : 



^^^Jb- lisse 



(^H'{MKèCp,Qe),StG{x)) 







cusp 



Quelques rappels sur la méthode de Harris,Taylor et Boyer 

Rapide historique. — Lubin et Tate avaient déjà considéré (mais formulé différemment 
bien sûr) le cas particulier G = GLi pour lequel les espaces Ai sont de dimension 0, et 
donné ainsi une construction géométrique de la loi de réciprocité locale d'Artin. Carayol 
a ensuite formulé dans [10] des conjectures concernant les espaces de déformation de 
Lubin- Tate de dimension supérieure. Ces conjectures ont été démontrées dans le cas des 
corps locaux de caractéristique p par Boyer ([7]). Harris et Taylor on alors démontré la 
conjecture de Langlands locale pour les groupes linéaires sur des extensions de degré fini 
de Qp en utilisant cette approche ([26]), puisque dans leur cas la représentation est 
la représentation standard du groupe linéaire. 

Quelques points de [26]. — Pour comprendre la tactique utilisée pour démontrer nos 
théorèmes il nous faut rappeler brièvement certains points de ([26]). Harris et Taylor 
considèrent des espaces de déformation de C^-modules divisibles de dimension 1 et de 
hauteur g, munis d'une structure de Drinfeld de niveau m, et notés Spf{RF,g,m) (ce sont 
des schémas formels). Avec les notations du théorème III. 10. 1.4 énoncé précédemment, 
cela correspond à un choix particulier du cocaractère /i. Les espaces Mk associés sont 
alors une union disjointe infinie des fibres génériques au sens des espaces analytiques 
des Spf{RF,g,m)- Leur résultat est énoncé en termes de cycles évanescents ^-adiques au 
sens de Berkovich, cependant les résultats de la section 6.9 de cette thèse permettent de 
faire le lien avec la cohomologie à support compact des espaces analytiques M.k- Avec 
nos notations, ils démontrent que si p est une représentation de Jf, telle que 3L{p) est 
supercuspidale alors, 

[ïiomj^{H;{MK^CpM),p)] = [JL(p)] MMp))] 

où rf(JL(p)) est une représentation ^-adiquc de Wp- Us montrent alors que la correspon- 
dance définie sur les représentations supercuspidales 

TT I — > rein) 

est une correspondance de Langlands locale tordue par un caractère non ramifié. Leur 
démonstration utilise certaines variétés de Shimura, dites "simples", possédant de bon 
modèles entiers en tout niveau. Elles paramétrent des variétés abéliennes A munies de 
structures additionnelles (polarisation, action d'une algèbre) et de structures de niveau 
définies en p en utilisant la théorie des structures de niveau de Drinfeld. 
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L'un des points clef est que celles-ci sont stratifiées par la classe d'isogénie du groupe p- 
divisible universel ^[p°°]. La strate minimale, ou strate super singulière, est de dimension 
0, et le complété formel de la variété de Shimura le long de cette strate est uniformisé 
par une union disjointe de Spf{Rp^g^„i). Un point clef de [26] remarque par Boyer 
dans [7] dans le cadre des î'-modules elliptiques et transposé par Harris et Taylor dans 
le cadre des groupes p-divisibles, est que la cohomologie des autres strates est induite 
parabolique en p, c'est à dire comme représentation de G(Qp). Cela est une conséquence 
du fait qu'en restriction aux autres strates le groupe p-divisiblc universel (pas 
mais un déduit de celui-ci) est une extension d'un groupe étale par un groupe du même 
type que celui associé à la strate supersingulière. Utilisant que les déformations de tels 
groupes p-divisiblcs s'expriment simplement en termes des déformations de leur partie 
connexe, l'astuce de Boyer s'en déduit facilement. Une fois l'astuce de Boyer démontrée 
on peut facilement relier la partie supercuspidale en p de la cohomologie de la variété de 
Shimura à celle des espaces Spf{RF,g,m)^^, ce qui est la première étape de la récurrence 
de [26]. 

L'approche utilisée 

Dans [25] M. Harris esquisse un programme visant à généraliser l'approche de [26]. 
Certains points de cette thèse sont inspirés de ce programme. Nous utilisons une approche 
similaire à celle de [26] basée sur les travaux de Kottwitz sur les variétés de Shimura 
de type P.E.L. ([41]) et ceux de Rapport et Zink sur l'uniformisation p-adique de ces 
variétés ([51]). Les principaux points de [26] ne se transposant pas dans ce cadre général 
et les solutions que nous y avons apportées sont les suivants : 

• Contrairement aux variétés "simples" de [26], on ne sait construire en général de 

bon modèles entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées de [41] 
qu'en niveau maximal (compact hyperspécial, ou parahorique) en p. Cela est lié 
au fait qu'on ne sait pas définir de notion de structure de niveau de Drinfeld sur 
les groupes p-divisbles de dimension plus grande que un. L'alternative consiste à 
travailler au niveau des espaces rigides dès que l'on n'est plus en niveau maximal, et 
par exemple à définir le tube au dessus d'une strate comme étant l'image réciproque 
par l'application de changement de niveau vers un niveau maximal du tube rigide 
au dessus de la strate considérée. 

• Du point de vue des cycles évancsccnts, le lien entre la cohomologie des espaces 
de Rapoport-Zink et celle de la strate super singulière via l'uniformisation p-adique 
est quasi-immédiat dans [26]. En eflFet, la fibre spéciale des espaces jCi^ de [26] est 
de dimension 0. Le lien entre les deux est donc un "problème de combinatoire" . Le 
problème dans notre cadre est que non seulement nous travaillons d'un point de 
vue rigide, mais en général l'uniformisation de [51] n'est pas une simple réécriture 
du théorème de Serre- Tate ; il y a des familles de déformations par quasi-isogénie 
"contimics horizontales" (c'est à dire non discrètes sur un espace de paramètres 
de dimension 0) des groupes ^(-divisibles que nous considérons. Pour y remédier, 
nous démontrons dans la partie II une suite spectrale de Hochschild-Serre liée à 
l'uniformisation p-adique rigide qui relie la cohomologie des Mk à celle de la strate 
super singulière. 

• L'astuce de Boyer n'admet pas de généralisation immédiate. Soit par exemple X un 
groupe p-divisible sur la clôture algébrique d'un corps fini possédant deux pentes 
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Al, A2 avec < A2 < A2 < 1, et une filtration 

^ X Xa, ^ 

où Xx^, resp. Xx^, est isoclin de pente Ai, resp. A2. Les déformations de X ne se 
décrivent pas simplement à partir de celles de Xx2 et de Xx^ comme c'était le cas 
lorsque Xx^ était étale. 

La résolution de ce problème est à l'origine de la partie la plus originale de cette 
thèse, la partie IIL Dans [25] M.Harris propose de démontrer que la cohomologie 
des strates non basiques est induite parabolique en p en utilisant une formule des 
traces de Lefschetz en géométrie rigide. Malheureusement, à part en dimension 1 
([27], [57]) une telle formule des traces est loin d'exister (il faudrait comprendre les 
termes associés aux points fixes dans le bord des compactifications de Huber au sens 
des espaces adiques). La solution que nous apportons à ce problème est la suivante : 
utilisant les travaux de Fujiwara ([20]) nous démontrons une formule des traces de 
Lefschetz pour la cohomologie des tubes rigides au dessus des strates des variétés 
de Shimura que nous considérons. La méthode consiste alors à comparer cette 
formule des traces "p-adique" à la formule des traces de Lefschetz archimédienne 
topologiquc associée à l'uniformisation complexe des variétés de Shimura. Utilisant 
la conjugaison stable en une place auxiliaire différente de p pour séparer les classes 
de conjugaison elliptiques régulières des non-elliptiques en p, on montre le résultat. 
Les techniques utilisées au passage sont très diverses : théorie des types, cycles 
évanescents rigides... 

• Reste la partie purement automorphe du programme : comparaison de la formule 
des traces d'Arthur pour les groupes unitaires de signature quelconque à l'infini. 
Nous utilisons pour cela des résultats non publiés de Harris et Labesse généralisant 
ceux de Clozel en signature (l,n — 1) ([12]). Ces résultats sont assujettis à cer- 
taines conditions sur les groupes unitaires. Ce sont ces conditions qui imposent les 
restrictions sur dans le théorèmes 10.1.4 et 10.1.5. Pour les résultats concernant 
U{3) nous utilisons les résultats de Rogawski ([53]). 

Une meilleur connaissance des la stabilisation de la formule des traces pour les 
groupes unitaires permettrait sûrement d'obtenir des résultats complets sur U{n) 
pour n quelconque. 

• La partie représentations galoisienne, c'est à dire la détermination du fameux 

o tp est achevée en déterminant la restriction à un groupe de décomposition 
des représentations galoisiennes globales découpées par certaines représentations 
automorphes dans les variétés de Shimura associées aux groupes unitaires. Nous 
utilisons pour cela l'existence (résultats non publics de Harris et Labesse, résultats 
de Rogawski sur U{3)) d'un changement de base quadratique stable pour de telles 
représentations automorphes, la détermination par Kottwitz de cette représentation 
en presque toutes les places non ramifiées ainsi que l'un des résultats principaux de 
[26] généralisant le théorème principal de Clozel dans [12]. 

Bien qu'en annexe, ce résultat peut être considéré en soi même comme un résultat 
indépendant de cette thèse. 

Description des différentes parties 
Partie I. — 
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Dans le premier chapitre nous rappelons et explicitons les définitions de base concer- 
nant les variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées de [41]. 

La section 2.2 du chapitre 2 contient les définitions et propriétés de base concernant 
les espaces de Rapoport-Zink non ramifiés sans structure de niveau (en tant que 
schémas formels). 

La section 2.4 contient le premier résultat de cette thèse, le théorème 2.4.5. 
Il s'agit d'une amélioration du théorème de finitude de 2.18 de [51] basée sur 
des résultats récents de Zink ([61]). Nous montrons que " Ji,\M.{b, /j,)" est quasi- 
compact (pour tout (6, fi)) , ou encore que sous l'action de J5 il n'y a qu'un nombre 
fini d'orbites de composantes irréductibles dans la fibre spéciale de Ai{b,ii). Le 
demi-plan supérieur de Drinfeld possède une décomposition cellulaire indexée par 
l'immeuble de Bruhat-Tits de PGLn- Comme dans [47] nous donnons une des- 
cription des points sur Fp de A4(b, fj,) comme un sous ensemble de l'immeuble de 
G sur (section 2.4.1 et 2.4.2). Le théorème 2.4.5 s'interprète alors comme un 
théorème de finitude sur cet immeuble. Il nous permettra plus loin d'obtenir des 
théorèmes de finitude concernant la cohomologie à support compact des M. {b, fi) 
comme J^-modules. 

La section 2.5 contient les définitions et propriétés de base concernant les espaces 
jCix{b^li) (structures de niveau, action sur ces structures). 

Dans cette thèse nous travaillons avec deux théories différentes pour les variétés 
rigides et leur cohomologie étale ^-adique à support compact : la théorie des espaces 
analytiques de Berkovieh et celle des espaces adiques de Huber. La première est 
la version surconvergente de la seconde : le topos étale analytique coïncide avec le 
topos étale adique surconvergent. Les raisons pour lesquelles nous n'avons pas fixé 
une des deux théories sont multiples : 

- Le théorème de lissitc de l'action sur la cohomologie £-adique à support com- 
pact est formulé dans le cadre de la théorie de Berkovieh. La démonstration de 
ce théorème n'étant pas publiée ([1]), nous en avons mis une démonstration 
en annexe F. 

- Les propriétés des cycles cvanescents analytiques de Berkovieh sont claire- 
ment exposées dans les deux articles [3] et [5]. Les propriétés des cycles 
évanescents adiques de Huber sont plus dispersées. 

- Cependant, les théorèmes de finitude de Huber sont plus généraux (il a par 
exemple une définition des faisceaux constructibles). Nous utilisons notam- 
ment les théorèmes de finitude de [29]. 

Nous avons donc mis en annexe E quelques propriétés de bases qui nous l'espérons 
permettrons au lecteur de passer aisément d'une théorie à l'autre. 

La définition et les propriétés de base (lissité des actions par exemple) de la 
cohomologie £-adique des espaces de Rapoport-Zink sont données dans la section 
2.6. Le lemme 2.6.12 la proposition 2.6.13 et le corollaire 2.6.14 constituent les trois 
théorèmes de finitude concernant l'action de Jf, sur ces espaces de cohomologie. 

Le chapitre 3 contient des rappels et des précisions sur les résultats principaux de 
[51] concernant l'uniformisation des variétés de Shimura de type P.E.L. . Pour pa- 
ramétrer les strates de ces variétés nous utilisons l'ensemble B(G,fi) de Kottwitz 
([42]) des classes d'isomorphismes d'isocristaux munis de structures additionnelles 
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vérifiant le théorème de Mazur générafisé ([52]) sur la position relative des poly- 
gones de Hodge et Newton (le polygone de Hodge étant fixé par /j, via la condition 
de Kottwitz) . Nous donnons la description explicite de ces ensembles (ainsi que des 
groupes Ji) associés) dans le cas de GL„ dans la section 2.1.1, et dans le cas unitaire 

dans l'appendice D. 

On retiendra une propriété importante de l'application d'uniformisation rigide 
énoncée dans ce chapitre : c'est un isomorphisme local (3.3.9). Cependant (remarque 
3.3.4), à part dans le cas de la strate basique, les ouverts rigides uniformisés sont 
beaucoup plus petit que les tubes au dessus des strates (c'est déjà clair dans le cas 
des variétés de [26], oii l'uniformisation de Rapoport-Zink uniformise des complétés 
formels de la strate ^-ordinaire, ouverte dans la fibre spéciale, le long de sous 
schémas de dimension de cette fibre spéciale). C'est l'un des problèmes principaux 
qu'il faudrait surmonter pour comprendre la contribution des strates non basiques. 

Partie II. — D'après la formule de Matsushima, la cohomologie de nos variétés de 

Shimura s'exprime en termes de représentations automorphes du groupe de similitudes 
unitaires G. Une des idées qui est au coeur de cette thèse est que le facteur en p (après 
restriction de la représentation galoisienne à un groupe de décomposition en p, c'est 
à dire comme comme représentation de G{Qp) x We^ où Ey est le complété en p du 
corps réfiex) de certains morceaux de la cohomologie des variétés de Shimura que nous 
considérons ne devraient dépendre que de la cohomologie des objets locaux en p que sont 
les espaces rigides de Rapoport-Zink. 

Dans [26] cela est une conséquence du théorème de comparaison de Berkovich entre 
cycles évanescents algébriques et analytiques rigides (comparaison entre le site étale 
et étale formel d'un schéma hensélien). Comme expliqué auparavant, nous utilisons 
une approche différente. Nous démontrons l'existence d'une suite spectrale de type 
Hochschild-Scrrc reliant la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink à celle des tubes 
qu'ils uniformisent p-adiquement. M.Harris avait déjà démontré l'existence d'une telle 
suite spectrale dans le cas du demi-plan supérieur de Drinfeld ([23]). Il utilisait pour 
cela la décomposition cellulaire du demi-plan et des résultats de Berkovich sur les "G- 
modules discrets" (non publics). Une telle décomposition n'existe pas en général. Notre 
méthode est différente et s'applique à tous les cas d'uniformisation connus (et conjectu- 
raux, confère [25] conjecture 4.2.). 

La principale difficulté dans l'établissement d'une telle suite spectrale provient des 
coefficients £-adiques. En effet, les espaces Mk ne sont pas quasicompacts et en général 

Hl{MK,'^d¥^ lim Hl{MK,'^/n) 

n 

à cause des problèmes d'interversion de Umite inductive (sur le support compact des 
sections) et de limite projective (sur les coefficients). Nous contournons ce problème 
en nous inspirant de l'article ([29]). Nous utilisons le foncteur dérivé Mtt* de l'annexe 
F (ainsi que ses versions équivariantes) introduit par Ekedeahl dans [17] qui envoi des 
faisceaux £-adiques sur des complexes de faisceaux de Z^-modules. Grâce au lemme F. 1.5 
nous pouvons alors travailler avec les foncteurs dérivés des sections à support compact 
(noté Fi) dans la catégorie dérivée de tels faisceaux de Z^-modules, éliminant ainsi les 
problèmes de faisceaux ^-adiques. Cela permet de démontrer le théorème général 4.2.1. 
Le théorème principal 4.3.6 s'en déduit. 
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L'application fondamentale est la formule de Matsushima ;?-adique calculant la co- 
homologie de la strate basique en fonction de la cohomologie des espaces de Rapoport- 
Zink basiques (ceux qui interviennent dans les résultats principaux de la thèse) et des 
représentations automorphes d'une forme intérieure J*^ de G (corollaire 5.0.18) : il y a 
une égalité dans le groupe de Grothendieck Groth(G(Ay) x We^) 



E 

neT(i't>) 
noo=p 



lim Ext {h^Mk, ^ Cp, Q,)(iV), 



= E(- 



lim H\ShK{G,X)Z,,^,,,C 



K 



OÙ T{I'^) désigne l'ensemble des représentations automorphes de 7*^, et 7*^ vérifie 7''^(Ap = 
G(A^), l't'iQp) = J,. 

C'est la comparaison géométrique entre cette formule de Matsushima p-adiquc et celle 
archimédienne couplée à la comparaison analytique entre la formule des traces d'Arthur 
de G et sa forme intérieure 7*^ qui permettra de démontrer dans la partie IV les résultats 
principaux. 

Partie III. — Le but de cette partie est de démontrer l'analogue de l'astuce de Boyer 
en comparant deux formules des traces : l'une p-adique, c'est à dire utilisant l'uniformi- 
sation p-adiquc, l'autre topologiquc utilisant l'uniformisation archimédienne par l'espace 
symétrique hermitien X (un cas particulier de la formule des traces d'Arthur telle qu'elle 
est reformulée dans [21]). 

Chapitre 6. — Dans ce chapitre nous démontrons la formule p-adiquc (théorème 6.12.5). 
Plusieurs points sont au coeur de cette formule : le théorème de Fujiwara, le fait que la 
fibre des cycles cvanescents algébriques ne dépend que du complété formel en ce point... 
nous renvoyons à l'introduction de ce chapitre pour plus de détails. 

Pour démontrer une telle formule nous utilisons la formule des traces de Lefschetz 
modulo p, et plus particulièrement le théorème de Fujiwara ([20]). Pour cela nous uti- 
lisons les cycles évanescents analytiques rigides de Berkovich. Cependant nos variétés 
de Shimura et les correspondances de Hecke associées ne possèdent pas de bon modèles 
entiers en tout niveau en p. L'idée consiste alors à spécialiser (au sens de [20]) l'image 
directe sur la fibre générique vers un niveau maximal des correspondances de Hecke en 
tant que correspondances cohomologiques. Les correspondances cohomologiques agissent 
sur la cohomologie, cependant nous avons besoin de vérifier que la suite spectrale des 
cycles évanescents est équivariante vis à vis de ces deux opérations : image directe propre 
et spécialisation. C'est une des raisons pour laquelle nous développons un formalisme de 
spécialisation des correspondances cohomologiques rigides dans l'esprit de [20] et mon- 
trons que celui-ci est compatible à l'image directe et à l'isomorphisme de Berkovich. 

Le théorème 6.12.5 est alors une application de ce formalisme couplé au théorème de 
Fujiwara ([20]). 

Cependant un point technique doit être soulevé : même en niveau compact hyperspécial 
Co seules les correspondances de Hecke à support dans Cq possèdent un bon modèle entier 
(pour appliquer le théorème de Fujiwara une des deux applications de projections de la 
correspondance doit être quasi- finie) . Nous voudrions à priori appliquer notre formule des 
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traces en mettant en p un pseudo-coefficient d'une représentation supercuspidale. Cela 
n'est donc pas possible. L'alternative consiste à utiliser la théorie des types de Bushnell 
et Kutzko. En effet, si ( J, A) est un type supercuspidal l'idempotent associé e\ est à sup- 
port dans J et donc dans un sous groupe compact hyperspécial. Le problème est presque 
résolu à la remarque suivante près : ex ne permet pas de séparer les représentations 
supercuspidales dans une même classe d'équivalence inertielle. A tous les types super- 
cuspidaux connus est associé un couple ( J, A) où J est un sous groupe compact modulo 
le centre de G(Qp) contenant J et A une extension de A à J. On remarque alors que l'on 
peut séparer toutes les supercuspidales par les fonctions ex * ôg on g G J (annexe B). Il 
suffit donc de faire agir l'automorphisme associé kg e J sur nos modèles entiers. Remar- 
quant que pour les groupes G{<Qp) avec lesquels nous travaillons tous les groupes J sont 
contenus dans le normalisatcur d'un sous groupe parahoriquc de G(Qp) on vérifie que 
l'on peut s'en sortir (6.11.4) en utilisant les modèles entiers définis en niveau parahorique 
de [51]. 

Chapitre 7. — Dans ce chapitre nous redémontrons un cas très particulier de la formule 
des traces topologique d'Arthur telle qu'elle est reformulée dans [21] (théorème 7.4.1). 
En effet, en supposant la variété de Shimura compacte et la correspondance de Hecke à 
support dans les éléments réguliers en une place finie la formule prend une forme très 
simple. 

Bien que cette formule puisse se déduire de [21], la lecture de [21] (plutôt technique) 
ne la laisse pas du tout transparaître (les auteurs de [21] s'intéressent surtout aux points 
fixes dans le bord). C'est pourquoi nous avons inclus sa démonstration. 

Nous vérifions de plus en utilisant la théorie de Hodge p-adique (théorème 7.3.2) que si 
l'on disposait d'une formule des traces en géométrie rigide de la forme une somme sur des 
points fixes locaux naïfs + des termes de Lefschetz au bord (au sens des compactifications 
de Huber des espaces adiques, confère [27] et [57]), la distribution somme sur les points 
fixes naïfs associée à des strates non basiques est à support dans des éléments non- 
elliptiques réguliers ce qui ramènerait la démonstration de l'astuce de Boyer à montrer 
que la distribution associée aux termes au bord est "induite" en p. 

Chapitre 8. — Celui-ci contient quelques propositions destinées à montrer le théorème 
principal du chapitre 9. 

Chapitre 9. — Il contient le théorème principal de la partie III (et l'un des principaux 
de cette thèse), l'équivalent de l'astuce de Boyer : le théorème 9.0.2. 

La démonstration consiste à comparer les deux formules des traces : topologique et 
p-adique. La formule des traces topologique 7.4.1 pour la trace d'une fonction / dans 
l'algèbre de Hecke globale est une combinaison d'intégrales orbitales 0^{fp) x 0^{fP) 
où 7 G G{Q). La formule p-adique 6.12.5 est une combinaison linéaire de termes de la 
forme ay{fp) x Oj{fP) oii 7 est une classe de conjugaison dans un groupe I'f'{Q) qui se 
transfert (via l'action sur la cohomologie ^-adique hors p d'une variété abélienne) en un 
élément de G(Ap et permet de définir ©^(Z^). Quant à a^{fp) il s'agit d'une certaine 
trace sur la cohomologie étale d'un espace rigide de déformation (par isomorphismes) 
de groupes p-divisibles. On suppose qu'en une place hors p f est h support dans les 
éléments réguliers. Toutes les classes de conjugaison 7 précédentes sont alors régulières. 

Si fp est dans l'algèbre de Hecke d'un type supercuspidal, dans la formule des traces 
archimédienne seules des classes de conjugaison elliptiques en p contribuent de façon non 
nulle. Choisissons une place auxiliaire tu de Q différente de p. Egalant les deux formules 
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des traces et faisant varier les fonctions test en w on en déduit que si la classe d'isogénie 
4> ainsi que 7 G I'^(Q) contribuent de façon non nulle alors 7 est conjugué dans G{Qyj) 
à un élément de G{Q) elliptique dans G{<Qp). Regardons alors 7 comme un élément 
de I'^{Qp) C Jb (011 b est déduit de (/)). La forme intérieure quasidcploycc de Jf, est le 
centralisateur du morphisme des pentes M{b) au sens de [37], une forme intérieure d'un 
sous groupe de Levi de Gq^. Le transfert de 7 vers cette forme intérieure est donc un 
élément de M(6)(Qp) stablement conjugue à un élément elliptique de G'(Qp). Cela n'est 
donc possible que si M (h) = Gq^, c'est à dire si intervient dans la strate basique. On 
en déduit donc que seuls ces termes interviennent. Appliquant de nouveau la formule des 
traces p-adique (cette fois ci à la strate basique) on obtient le résultat. 

Partie IV. — Elle contient la démonstration des résultats annoncés au début de cette 
introduction en utilisant la formule de Matsushima p-adique de la partie II, le théorème 
9.0.2 du III et les résultats de l'annexe A. 
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VARIETES DE SHIMURA DE TYPE 
P.E.L. ET ESPACES DE 
RAPOPORT-ZINK 



CHAPITRE 1 



VARIÉTÉS DE SHIMURA DE TYPE P.E.L. NON 

RAMIFIÉES 



1.1. Donnée de Shimura de type P.E.L. 

Soit V = (B,*,V,< .,. >,h) une donnée de Shimura de type P.E.L. ([41]). Plus 
précisément : 

• B est une algèbre simple sur un corps de nombres F 

• * est une involution positive sur B : Mb Çi B tr{bb*) > 

• {V, <.,.>) est un B-module hermitien où <.,.>: y x y ^ Q est symplectique 

• h : C ^ FiudsiV)^ est un morphisme d'algèbres à involutions où FiiidsiV) est muni 
de l'adjonction par rapport à la forme symplectique < ., . > et C de la conjugaison 
complexe notée c. De plus < .,h{i). > est un produit scalaire. 

Notons 

G = {ge GLb{V) I gg* = c{g) G Q*} 

le groupe des similitudes unitaires défini sur Q associé et Gi = ker(c) le groupe unitaire. 

Le morphisme h définit une Q structure de Hodge polarisée munie d'une action de 
B. Cette structure de Hodgc munie de structures additionnelles est un point dans la 
variation de structures de Hodge associée aux variétés de Shimura que nous allons utiliser. 

Nous noterons X la classe de G(M) conjugaison de /i : Gr. Au morphisme h on 

peut associer 

(ou plutôt sa classe de conjugaison) définissant la filtration de Hodge sur Vc = Vq © Vi 
où iJLh{z) = z sur Vi et fih = 1 sur Vq. Dans toute la suite nous suivrons la convention 
homologique de Kottwitz, c'est à dire l'inverse de [15]. 

Nous noterons Q la clôture algébrique de Q dans C. Soit E le corps reflex associé à 
V. Le corps E est le corps de définition de la classe de conjugaison de /x, 

E = q[trc{b;Vo) | 6 G B] C Q 

1.1.1. Le cas (A). — Nécessairement, F est soit un corps CM. soit un corps totale- 
ment réel. Supposons que F est un corps CM., ce que nous appellerons le cas {A). 
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Fixons $ C Hom(F, C) un type CM. de F. Il existe alors des signatures (pT)9r)Te* 
telles que Pr + Qt = n soit indépendant de r dans <1> et 

De plus 

Gc - n GLn(C) X ex 

le dernier facteur représentant le facteur de similitude d'un élément de G(C). 
Avec ces notations, 



h{z) = n 



et 



f^iz) = n 



x(z) 



V 1 / 

On a la relation 

n = [B: F]V2 rgjjF 

Le corps E peut alors se décrire à partir de ces données. Faisons opérer Gal(Q|Q) sur 
les $-uplets de couples d'entiers {ar,br) de la façon suivante : 

Va G Gal(QIQ) 

où 



vtg$ «,6;) 



(6cc7-iT,ac<7-ir) si cr ir ^ $ 



Gal(Q|£^) est alors le stabilisateur de (Pr)9r)re* pour cette action. 

Exemple 1.1.1. — Notons F* le corps réflex de {F, $) défini par l'égalité 

Gal(Q|F*) = {r € Gal(QlQ) | r$ = $ } 

Supposons qu'il existe tq G 'î* tel que 7^ et Vt 7^ tq (Pt^Qt) = (it-jO). Supposons de 
plus que / n/2. Le corps E est alors le composé 

£; = F*.ro(F) 

C'est par exemple le cas de l'article [12] dans lequel {PtqjQtq) = (l,n — 1). 



1.2. VARIÉTÉS DE SHIMURA SUR E 



5 



Par contre, dans [26], {pr„, t/ro) = (1) ^ — 1) tandis que Vr tq {pr, Qt) = (0, n). On a 
encore dans dans ce cas là £^ = F^.to{F). 

Exemple 1.1.2. — Notons le sous-corps totalement réel maximal de F. Supposons 
que F est de la forme F^ .K- où /CIQ est une extension quadratique imaginaire et que le 
CM. type $ est induit à partir d'un CM. type de K,. Le corps réflex de (F, 4?) est alors 
/C. Nous ferons parfois cette hypothèse. 

Par exemple,sous cette hypothèse, dans l'exemple précédent E = to{F) ce qui est le 
cas de [26]. 

1.1.2. Le cas (C). — Considérons maintenant le cas oii F est un corps totalement 
réel. Dans ce cas là, Gi est, soit une forme d'un produit de groupes symplectiques, soit 
une forme de produits de groupes orthogonaux suivant que est un produit d'algèbres 
Mn{M.) ou Mn{M) (cas (C) et (D) de [41] respectivement). Nous ne considérerons que le 
premier cas. Alors, 

Gi/M^ n ^^'"W 

OÙ Spn = {g & GL„ I ^gJg = J}, J = ( ^ r -'^vec ces notations, 

h{a + ib)= J] ( 

mw= n ( 



ain -bin 
bin ain 



et 



Zin 
In 



1.2. Variétés de Shimura sur E 

A la donnée V est associée une tour (Sh/^)/^, pour des sous-groupes compacts ouverts 
K de G{Af) suffisamment petits, de variétés quasiprojectives lisses sur E classifiant les 
quadruplets {A, A, i, rj) où : 

• A est un schéma abélien à isogénie près 

• A est une polarisation homogène de A. Cette dernière condition signifie que 

pour toute fonction a définie sur la schéma de base du schéma abélien, à valeurs 
dans et constante sur chaque composante connexe, A est considérée comme 
étant équivalente à qA. 

• L : B ^ End(A)Q est un morphisme d'algèbres tel que * corresponde à l'involution 
de Rosati associée à A. Cela signifie que si f désigne l'involution de Rosati 

\/b£B L{b*) = i{b)^ 

Une condition équivalente est de dire que A induit un morphisme de variétés 
abéliennes munies d'une action de B par quasi-isogénies entre (A, l) et (^^, t o *) 
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• T] : V ® Af — > Hi{A, Af)[K] est un isomorphisme de B Aj-modules symplec- 
tiques définissant une structure de niveau K sur le module de Tate de A. Cet 
isomorphisme est défini à une constante de près puisqu'il faut fixer un isomor- 
phisme Af{l)^ 2± A^. 

• La condition suivante est vérifiée : 

V6 G S det(6; Lie{A)) = det(6; Vo) 

Cette condition est l'analogue algébrique de la condition topologique : V/i' G X, h' 
est conjugué à h. 

Exemple 1.2.1. — Plaçons nous dans le cas (A) de la section 1.1.1. L'action de F sur 
Lie(A) permet de décomposer 

Lie(^) = Lie(^)^ 

TeHom(F,Q) 

oii F agit sur Lie (A),- via r. La condition de Kottwitz se récrit alors dans ce cadre sous 
la forme : 

Vr G $ \Ae{A)T est localement libre de rang [B : F] 
et Lie{A)cT est localement libre de rang q^-lB : F]^^"^ 

La tour de variétés (Shx)ic est munie d'une action de G(Aj) par action sur la structure 
de niveau fj. 

La variété de Shimura Shx n'est pas en général associée à la donnée de Shimura 
{G,X). On a en fait la décomposition suivante définie sur E ([41] section 8) : 

ShK= H ShKiG',X) 

où G' parcourt des formes intérieures de G isomorphes à G partout localement, et où 
'Sh.K{G\X) désigne le modèle canonique sur E de la variété de Shimura associée à la 
donnée de Shimura {G',X). Plus précisément, si a; G Sh/f(C) est associé à {A,X,L,fj), x 
appartient à la composante indexée par la classe du G-torseur localement trivial 

/somB-mod.symp. 

et G' est le groupe des similitudes unitaires associé au B-module symplectique Hi{A, Q). 
On remarque ([41] chapitre 7) que dans le cas (C) et dans le cas (A) avec n pair, G 

vérifie le principe de Hasse, c'est à dire que ker^(Q,G) est réduit à un seul élément. Dans 
ces deux cas les variétés Sh;^ sont donc des variétés de Shimura associées à la donnée de 
Shimura (G, X). 

Il est également démontré dans la section 7 de [41] que dans le cas (A) avec n impair 
l'application 

keT\q,ZG)^kev\Q,G) 

est surjective. Dans ce cas, tous les groupes G' sont donc en fait isomorphes à G, et les 
variétés Sh;^ sont donc une union finie de copies d'un modèle canonique de la variété de 
Shimura associée à la donnée (G,X) ([15], [46]). 
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1.3. Systèmes locaux 

Soit C un nombre premier différent de p. Fixons définitivement un isomorpfiisme 

Soit p une représentation algébrique complexe de G. p définit alors via l un faisceau 
lisse Cp sur les différents Sh^- lorsque K varie. Il est muni d'une action de G{Af) au 

sens où y Kl C K2, si IIki,K2 '■ Sh/^^ ~^ ^^Ki désigne le morphisme de changement de 
niveau, il y a des isomorphismcs 11^^ K2'^p ~^ pour tout g élément de G{Af), si 

g : ShK — > Shg-ij^g, il y a des morphismes g*Cp —^ Cp, le tout vérifiant des conditions 
de compatibilité évidente. 

La variété Sh^^: est munie d'un pro-revêtement étale {Sh.K' — ^ Sh.K)K'<K de groupe 
K. Composant l'application de projection K — > G(Q^) avec la représentation p : 

GiQe) ^ G'(Q^) — ^ GL(Ftp) on obtient une représentation continue K — ^ GLÇVip). 
Le système local Cp est celui associé à cette représentation. 

1.4. Modèles entiers 

1.4.1. Hypothèse de non ramification. — Fixons un plongement u : Q "-^ Qp et 

notons le complété de E correspondant. 

Soit Ob un Z(p) ordre dans B stable par * et tel que Ob ^ soit un ordre maximal 
dans . 

Nous supposerons (confère [41]) : 

• Bq^ est un produit d'algèbres de matrices sur des extensions non ramifiées de Qp, 
c'est à dire : B est déployée en toutes les places de F divisant p et F est non ramifié 
en toutes les places de F divisant p 

• Afin de s'assurer que Gq^ est quasidéployé nous supposerons qu'il existe un réseau 
autodual Aq dans Vq^ 

Sous ces hypothèses le groupe Gq^ est non ramifié. 

1.4.2. Modèles. — Sous les hypothèses précédentes Kottwitz construit dans [41] une 
tour {Skp)kp de variétés quasiprojectives lisses sur Oe^ indexée par des sous-groupes 
compacts ouverts suffisamment petits RP C G(A^). Cette tour est munie d'une action de 
G(Ap. Le schéma Skp est défini comme l'espace de modules des quadruplets {A, A, l, rf) 
où : 

• A est un schéma abélien défini à une isogénie première à p près 

• A est une polarisation première à p et homogène. Cela siginific que si a est une 
fonction définie sur le schéma de base sur lequel est défini A, à valeurs dans et 
localement constante, alors A est considérée comme étant équivalente à aA. 

• L : Ob End(j4) (g) Z(-p) est un morphisme d'algèbres transformant l'involution * 
sur Ob en l'involution de Rosati associée à A sur End(A) ® Z(p) 
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• r]P : V (E> — > Hi(A, A^j)[KP] est un isomorphisme de i? (gi A^-modules symplec- 
tiques définissant une structure de niveau au sens de la définition 2.5.5 de [41]. 
Cet isomorphisme est pris à un élément de A^^ près. 

Le groupe G(Aj) opère sur la tour (Skp)kp par action sur ijP. 

Soit un réseau autodual Aq C Vq^. Soit Cq = StabG(Qp){^o) le sous-groupe compact 
hyperspécial associé. Il y a alors des isomorphismes compatibles pour RP variant 

Skp ®Oe^ Shcoi^P ®E E„ 

Ces isomorphismes dépendent du choix de Aq. 



1.5. Structure de G{%) 

1.5.1. Cas (A). — On se place dans le cadre de la section 1.1.1. Tout élément r G $ 
fournit un plongement 

u OT : F 

Soient {wi)i^i, {wj)j^j les places de F divisant p associées à tous ces plongements lorsque 
r parcourt et oii on suppose que ^/i E I wi ^ wf et E J wj = Wj. On a alors, 

Gq, = n GLn{F^,) X G m GU{F^, ; n) 1 
iei \jeJ ) 

oii si J = 0, G(0) = Qp , GLn{Fw^) désigne la restriction des scalaires de Fw^ à Qp de GL„, 
GU{Fwj',n) est la forme intérieure quasidéployée du groupe des simiUtudes unitaires en 
n variables sur Fyj. vu comme groupe sur Qp (plus précisément, il s'agit du sous-groupe 
de la restriction des scalaires de Fyj. à Qp du groupe des similitudes unitaires sur F^j. 
ayant un facteur de similitude dans Qp ) et où le G devant le produit signifie que l'on 
prend le sous-groupe du produit formé des uplets ayant même facteur de similitude. 
L'algèbre semi-simple Bi^^ est de la forme 

\{{Ma{F^,) X Ma{F^,)'^) x J]M<i(F^,) 

i 3 

L'équivalence de Morita permet de supposer qu'en chaque place on est dans l'un des 

cas suivant : 

1.5.1.1. Cas (AL). - Soit i G /, Bq^ = F^^ x F^^, Ob^^ = Op^^ x O^^^, = 

(y, X), % =Vi®V^ , <X®ip, x', ®Lp' >= ip'{x) - (p{x') 

Un réseau autodual est de la forme Aq = A © A"^ où A est un réseau de V^. 

1.5.1.2. Cas (AU). — Soit j G J, Bq^ = F^., l'involution * est égale à a^^'"^'-'^"^^'^ où 
a est le Probenius de l'extension non ramifiée Fyj-lQp. Obq^ = Op^ -, Dans une base 
convenable de Vj identifié alors à F^. : 

VX,yGF^. <X,Y>=T,p^^i^^{a'X*JY) 
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OÙ a G F^. est tel que a* = —a, 



si n est pair et 



J 



In/2 




In/2 



hn-l)/2 



J=\ 1 



si n est impair. 

Un réseau autodual dans le cas oii n est pair est alors donné par Aq = A(i) e A(2) 
où A^-*^), A(^) sont deux sous-Op^. -modules totalement isotropes tels que l'accouplement 

A(i) X A(2) Zp soit parfait. 

Dans le cas où n est impair, on peut prendre comme réseau autodual Aq = A^^) © 
Opyj. -e ® A^^) où A^^) et A^^^ sont comme précédemment et < e, e >= 1. 

1.5.2. Cas (C). — 

w\p 

OÙ Gsp est le sous-groupe de la restriction des scalaires de Fy^ à Qp du groupe des 
similitudes symplectiques qui est formé des éléments ayant un facteur de similitude dans 
Qp , et où le G signifie que les facteurs de similitude des différents facteurs sont égaux . 

On peut supposer par équivalence de Morita que l'on est dans le cas suivant : -Bq = 
F^ , Obo^ =Of^,Vq=F"„<X,Y>= 'XJY où 



J = 



-/„ 

/n 



Un réseau autodual est de la forme Aq = A^^) © A^^^ où A^^), A^^^ sont des sous-Oi?^- 
modules totalement isotropes et l'accouplement A^^^ x A*^^) ^'''^> Zp est parfait. 



CHAPITRE 2 



ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 



2.1. Isocristaux munis de structures additionnelles : le cas de GLn 

Nous donnons ici une description explicite pour le groupe linéaire de la classification 
des isocristaux munis de structures additionnelles donnée par Kottwitz dans [37] et [42]. 
Étant donné que nous avons essentiellement en vu comme application dans cette thèse 
le cas de GL„ nous avons mis les autres cas en annexe. 

2.1.1. GL„. — Oublions momentanément les notations globales du chapitre précédent. 

Soit -F|Qp une extension non ramifiée de degré d. Soit G = Res^/Qjj(GL„). Le groupe 
algébrique G se déploie sur F en 

G /F = IJ GL„/p 

où le groupe F = Gal(FlQp) = Z/c/Z opère par permutation sur les facteurs en transla- 
tant par un élément de Z/dZ. 

Un tore maximal de G défini sur Qp est T = (F^)^. Un tore déployé maximal est 
A = (Q^)" ^ = T. Le groupe de Weyl absolu est W = (6„)'='. 

Définition 2.1.1. — Le corps L est le complété de l'extension maximale non ramifiée 
deQp. 

L'automorphisme a est le Probenius géométrique de l'extension L|Qp. 

Définition 2.1.2. — On appelle isocristal un L-espace vectoriel N muni d'une appli- 
cation bijective (T-linéaire V : N — > N. 

On appelle F-isocristal un L-cspace vectoriel N muni d'une application bijective a'^ 
linéaire V : — > N {a'^ est le Frobenius géométrique de l'extension L\F). 

Rappelons également que deux éléments 6i, 62 de G{L) sont dits cr-conjugués s'il existe 
un g dans G{L) tel que 

Rappelons alors la définition 

Définition 2.1.3 ([37]). — L'ensemble désigne l'ensemble des classes de a-conjug 
dans G{L). 
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L'ensemble B{G) classifie les isocristaux munis d'une action de F. A la classe de a- 
conjugaison de h est associée la classe d'isomorphisme de l'isocristal muni d'une action de 
F, (F" (g)Qp L, ba). Il est bien connu que la catégorie des isocristaux munis d'une action 
de F est équivalente à la catégorie des F-isocristaux, ce qui se traduit dans le langage 
de Kottwitz par le lemme de Shapiro B{G) ~ i?(GL„/^) ([37]). 

Un élément h € B{G) est donné par les pentes du F-isocristal associé 

Al — — >•••> Aj. — — 

ovi di/\hi = 1, et des multiplicités mi, . . . , vérifiant rriihi = n. Le point de Newton 
associé ([37]) est 

'" = (^^--^^>^^-(-^'«=«" 

mihi rrirhr 

(le dénominateur d provient du fait que les pentes d'un F-isocristal sont d fois les pentes 
de l'isocristal sous-jacent). Le centralisateur du morphisme des pentes uj, est le sous- 
groupe de Levi 

Mb = ResF/QpiGLmihi) x • • ■ x ResF/Q^iGLmrhr) 
et b provient d'une classe basique de M^, où l'on rappelle qu'une classe basique est 
une classe possédant une unique pente. Rappelons que l'on note Jb le groupe des au- 
tomorphismes de l'isocristal muni de ses structures additionnelles. Dans le cas présent, 
la structure additionnelle consiste en l'action de F. Jb est donc le groupe des automor- 
phismes du F-isocristal associé : 

Jb = Resp/Qp (GL^,(i:>Ai)) X • • • X Resp/Q^ {GLm,{Dx,)) 

où Dx/F est l'algèbre centrale simple sur F d'invariant A. 

Le groupe G'^^'' étant simplement connexe, X*{Z{Gf) = X^{D)r = B{D) où D = 
QjQder^ Or, Ic déterminant induit un isomorphisme de groupes det : G/G'^'^ 
Res^/QpG„t, et donc B{D) = Z. On identifiera donc X*(Z(G)^) à Z. L'application 
de Kottwitz n définie dans la section 6 de [39] (confère également le théorème 1.15 de 
[52]) est alors 

k:B(G) — > Z = X*{Z{Gf) 
b I — > Vp{det{b)) 

r 

K{b) = ^ niidi 



et est telle que 



i=l 

qui est la dimension de l'isocristal ou encore le point terminal du polygone de Newton. 

Polygone de Hodge : Soit maintenant un cocaractère ji : Gm/Q^ ^/Q^" 
cocaractère est défini sur F et définit un élément de 

X^{T)/W ~ {{xij)iez/dz,i<j<n\ Xij G Z, Vï Vj < f Xij > Xif} 
sur lequel le groupe de Galois T opère via cr.{xij) = (xi-ij)ij. 
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Nous supposerons /x minuscule donné, avec les notations ci dessus, par /i = ori 
Vi Hij = 1 pour 1 < j < et = si j > Oj, les étant des entiers compris entre 1 
et n. 

Le groupe de Galois F = Z/dZ agit par permutation sur (Oî)i6z/dZ) et le corps de 
définition de la classe de conjugaison de a pour groupe de Galois le stabilisateur de 

{ai)i^z/dz G ^^'"^ dans T = Z/dZ. 

Le L-groupe connexe de G est donné par 



= G = [] GL„(C) 



et le L-groupe par = G » Z/dZ où Z/dZ agit par permutation cyclique des com- 
posantes. Au cocaractère de G, Kottwitz associe un caractère du centre du L-groupe 
connexe Z{G) défini par /xi = /îj^^g^r G ^ ([42] section 6.1), et donné avec nos notations 
par 

le point terminal du polygone de Hodge. 

De même ([42] section 6.1), Kottwitz définit /X2 par 

Avec les notations précédentes 




1,...,1,0,...,0) 



Kottwitz définit dans la section 6 de [42] le sous ensemble B{G,ii) de B(G) formé 
des classes de cr-conjugaison vérifiant le théorème de Mazur sur la position relative des 
polygones de Newton et de Hodge tel qu'il généralisé dans [52]. D'après ce qui précède, 
dans notre cas particulier cet ensemble possède la description suivante 

B{G,fi) = {b £ B{G) \ Newt{b) < fi2 e X4A)q et K{b) = fil} 

Al Al A, ^) < i X- n 10 0) 
^d'"""'d'"""'d'---'d^-d ^ l^-^,u,...,u; 

^ s/ ' ^ s/ ' 

mihi rrirhr 

r 

et ^ midi = 



oii < désigne l'ordre usuel sur la chambre de Weyl positive (section 2.1 de [52]). L'inégalité 
s'interpète comme "le polygone de Newton est au dessus du polygone de Hodge", et 
l'égalité comme "les points terminaux des polygones de Newton et de Hodge sont égaux" . 

Exemple 2.1.4- — Lorsque F = Qp, et 6 G B{G), b G B{G,Ijl) ssi l'isocristal filtré 
{L'^,ba,iJ,) est faiblement admissible au sens de Fontaine. 



14 



CHAPITRE 2. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 



Pour un élément de B{G), la eondition d'appartenance à B(G,fi) est donc une condi- 
tion généralisant la condition d'admissibilité faible de l'isocristal filtré associé qui tient 
compte des structures additionnelles. 

Classes basique dans /i) : 

Il existe une unique classe basique dans B(G,n). Notons la 60. Avec les notations 
précédentes celle-ci est donnée par l'unique pente 



n. ^ — ' 



A — — 7 u,j 
n ^-^ 

T Tï 

Si la pente A est égale à-oiirAs = l, alors, la multiplicité de la pente est —, et l'on a 

s s 



Jbo = ResF/Q^GLn{Dx) 



2.2. Généralités sur les espaces de Rapoport-Zink 
2.2.1. Données locales de Rapoport-Zink. — 

2.2.1.1. Donnée de type E.L. non ramifiée simple. — Une donnée de type E.L. non 
ramifiée simple {F, V, b, jj) consiste en la donnée 

• d'une extension finie non ramifiée F de Qp 

• d'un F-espace vectoriel de dimension finie V 

• d'une classe de a conjugaison h G B{G) on G = Resp/QpGL(F) 

• d'une classe de conjugaison de cocaractère minuscule ji : > G-^ du type 

de celles de la section 2.1.1. 

On suppose que ces données sont reliées entre elles par la relation 

beB{G,^^) 

Notons Ip = HomQp(F, Qp) et n = dimp V. /x est alors donné par des couples d'entiers 

(PT,gr)re/F 

vérifiant Pr + Qr = n (dans les notations de la section 2.1.1, ces couples d'entiers sont les 
{ai,n- ai)i(zz/dz)- 

Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de 
fi. Gal(QplQp) opère par permutation sur Ip. Gal(Qp|£^) est alors le stabilisateur dans 
Gal(Q;|Qp) de ipr,qr)- 

2.2.1.2. Donnée de type P. E.L. unitaire non ramifiée simple. — Une donnée de type 
P.E.L. unitaire non ramifiée simple {F, *, y, < ., . >,b, fj) consiste en la donnée 

• d'une extension finie F de Qp non ramifiée munie d'une involution non triviale * 

• d'un F-espace vectoriel de dimension finie 

• d'un produit hermitien symplectique <.,.>: V x V — > Qp qui est tel qu'il existe 
un réseau autodual dans V pour ce produit symplectique 
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• si G désigne le groupe des similitudes unitaires associé, d'une classe de a conjugaison 

h e B{G) 

• d'une classe de conjugaison de cocaractcrc minuscule /i : > 

On suppose que ces donnée sont reliées entre elles par la relation 

c o ^(2;) = z 
où c désigne le facteur de similitude, et 

b G B{G,fi) 

Le donnée d'un tel f^ est équivalente à la donnée de couples d'entiers 

{PT,qT)TelF 

vérifiant Pr + Qt = n et {Pt*,Qt*) = {QtjPt) (dans la section D.l ces entiers sont notés 
{ai)i)- 

Le corps réflex associé se décrit comme précédemment. 

2.2.1.3. Donnée de type P.E.L. symplectique non ramifiée simple. — Elle consiste en la 
donnée {F,V,< .,. >,b,fi) vérifiant des conditions analogues à celles du cas unitaire. G 
est alors le groupe des similitudes symplectiques. 

2.2.2. Espaces de Rapoport-Zink associés. — Nous récrivons la définition 3.21 
de [51] dans nos cas non ramifiés. Notons E = Q^^ le complété de l'extension maximale 
non ramifiée de Qp. . Nous noterons ~ Fp le corps résiduel de E. 

2.2.2.1. Cas E.L. non ramifié. — 

Définition 2.2.1. — Soit (V, F, h, ji) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple. 
Soit X, un groupe p-divisible sur k muni d'une action de Op et d'isocristal muni de son 
action de F isomorphe à (1^,60") (l'existence d'un tel X résulte de résultats récents de 
Rapoport et Kottwitz). Nous noterons j\4{b, fi) / Spf (O j^) l'espace de Rapoport-Zink as- 
socie. C'est l'espace de modules de groupes p-divisible munis d'une action de Op, X, 
munis d'une quasi-isogénie compatible à l'action de Op 

p:X — >X 

et vérifiant la condition : si 

Ue{X) = Lie{X)r 

est la décomposition de Lie(X) suivant l'action de Op alors, 

Vr G Ip Lie(X),- est localement libre de rang p-r 

M.{b,fi) est localement formellement de type fini sur Spf{0^) ce qui signifie que 
localement Ai {b, (i) est de la forme 

Spf{0^ < Ti, . . . ,T„ > [[Xi, . . .,Xm]]/I) 

pour un idéal /. 

Il résulte de la théorie de Grothendieck Messing que M {b, fi) est formellement lisse 
sur Spf{0^). Soit X un point fermé de sa fibre spéciale. Le complété formel M.{b, /Sx\ 
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s'identifie à l'espace de déformation par isomorphismes du groupe p-divisible X"™"muni 
de son action de Op (X""™ désignant le groupe p-divisible universel sur A^(6, //)). Il 
résulte de la théorie de Grothendieck Messing que cet espace de déformation est iso- 
morphe au complété formel d'une certaine Grassmanienne (les fameux modèles locaux 
de [51] (définition 3.27)) en un point : 

M{b,f^)/i.} ^ Spf (o^iiXu . . . ,X^^p^,J]) 
2.2.2.2. Cas P.E.L. unitaire non ramifié. — 

Définition 2.2.2. — Soit (F, *, V,< .,. >,b,fj,) une donnée locale de type P.E.L. uni- 
taire non ramifiée. Nous noterons M.[h, ijl) / Spf {O ^) l'espace de Rapoport-Zink associé. 
Soit (X, A) un un groupe p-divisible sur k muni d'une action de Op, d'une polarisation 
principale A tels que l'isocristal polarisé de (X, A) muni de son action de F s'identifie 
à (y, 6(7, < .,. >) (une fois de plus l'existence d'un tel (X, A) devrait résulter de tra- 
vaux récents de Rapoport et Kottwitz). Alors, le schéma formel M.(h,ii) classifie les 
groupes p-divisibles principalement polarisés (X, A') munis d'une action de Cp, tels que 
via cette action l'involution de Rosati sur Op soit donnée par l'involution *, et munis 
d'une quasi-isogénie compatible à l'action de Op : 

p:X — >X 

tels via p A et A' différent, localement sur la base, d'une constante dans . On suppose 
de plus que si 

Lie(X) = Ue{X)r 

désigne la décomposition de Lie(X) sous l'action de Op alors 
Vr Lie(X)^ est localement libre de rang 

Comme précédemment dans le cas E.L., Ai(b, p) est formellement lisse sur Spf{0^). 
Son complété formel en un point fermé de sa fibre spécial est le spectre formel d'une 
algèbre de séries formelles en ^ X^^PtÇt variables. 

2.2.3. Cas P.E.L. symplectique. — Etant donnée une donnée locale symplectique 
non ramifiée simple on peut définir de la même façon que dans le cas unitaire l'espace 
de Rapoport-Zink associé. Nous le noterons M{b,p). 

2.2.4. Décomposition d'une donnée globale non ramifiée en produits de donnée 
locales simples. — 

2.2.4.1. Cas (A). — Revenons aux notations globales du chapitre précédent. La donnée 
globale V couplée au plongement u fournit une donnée {D (gi Qp,V ® Qp, < .,. >, //q-) 
oii /Xq^ est obtenu à partir de n grâce à u. Celle ci se scinde en un produit suivant les 

indices i dans / et j dans J. 

Utilisant l'équivalence de Morita on en déduit pour tout i dans / une donnée de type 
E.L. non ramifiée simple (sans sa classe de a conjugaison) : {Fy^,Vi, pi). Nous noterons 
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Ei son corps réflex. Avec les notations de 2.2.1.1, le cocaractère est associé aux couples 
suivant d'entiers : soient C ^> l'ensemble des r dans ^ vérifiant v o t induit Vi, alors 

et /Ltj est associé aux 

Si maintenant j G J, on obtient une donnée de type P.E.L. non ramifiée unitaire 
simple sans sa classe de a conjugaison (F^^,T^-,*,< .,. >,lJij) oii * est la conjugaison 
complexe et jij se calcule de la même façon que précédemment. Nous noterons Ej son 
corps réflex associé. 

Il y a donc une inclusion 

Remarquons maintenant que 

5(Gq„/xô^) = n^(GLn(i^«;J,/^i) xllB{GU{F^^,n),fi,) 
tel jeJ 

En effet, l'inclusion Gq^ ^ IliGi" GL„(F^.) x Y\j^jGU{Fujj,n) induit une inclusion du 
membre de gauche dans celui de droite. Si maintenant b = ((fci)ie/, désigne 
un élément du membre de droite, pour tout j dans J la condition d'appartenance à 
B(GU{Fyj., Hj)) implique que Vp{c{bj)) = 1. Quitte à cr-conjuguer les bj on peut donc 
supposer que pour tout j dans J, c{bj) = p. Cela montre que b provient d'une classe de 
cr-conjugaison de Gq^. 

Pour tout élément b de B{GQj,,fiQ^) notons b = Yli^j hYlj^j bj sa décomposition. Si 
b G B(G,iJ,) est donné, la donnée globale V fournit donc des données locales pour tout i 
dans I et j dans J. 

Définition 2.2.3. — Pour un 6 G B^Gq^, fi^) nous noterons {T>Q^,b) la donnée locale 
de Rapoport-Zink {B Qp, V Qp, <.,.>, b, Mq^) Q^i se décompose en un produit de 
données simples comme ci dessus. 

2.2.4-2. Cas (C). — La donnée se décompose en un produit de données symplectiques 
non ramifiées simples indexées par les places de F divisant p. Pour b G B{Gqp, /j,^) on 
note également {Vq^ , b) la donnée locale associée. 

2.2.5. Espace de Rapoport-Zink associé à {Vq^^b). — Rappelons rapidement la 
définition de l'espace de Rapoport-Zink associé à T> après tensorisation par Qp. 

Soit donc b G B{Gqp, soit E = EJ)'^ = Q^'' le complété de l'extension maximale 
non ramifiée de E . Nous noterons k le corps résiduel de E^, et k ¥p le corps résiduel 
de E. Choisissons un groupe p-divisible X/k ayant pour isocristal muni de structures 
additionnelles {V L,ba). Nous supposerons que la polarisation de X est principale 
c'est à dire que le reseau associé au cristal de X est autodual dans Vl- 

Rappelons la définition de Ai{'DQ^,b) : 
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Définition 2.2.4- — Le schéma formel A^(î?Q)p, &)/5'p/(C'^) est le schéma formel loca- 
lement formellement de type fini vérifiant : MS/O^ un schéma sur lequel p est localement 
nilpotent, 

M{V^^MS) = {{X,\i.p)}/ - 
où X est un groupe p divisible sur S muni d'une action i de Ob <8)Zp, d'une polarisation 
principale A : X — > X qui induit l'involution * sur Ob <8) Zp, et d'une rigidification 

p:XXkS — >XxsS 

(où S désigne la réduction de S modulo p) qui est une quasi-isogénie compatible à l'action 
de Ob^'^p- On suppose de plus que via p les polarisations associées à < ., . > sur X x^S* 
et A sur X xs S diffèrent localement sur S d'une constante de Qp . Cela signifie qu'il 
existe une fonction localement constante a : S — > Qp telle que le diagramme suivant 



commute 



X S 



X x.S 



a.{X X Id) 



XxsS 



On suppose de plus que X vérifie la condition de Kottwitz relativement à //q-- Deux 
quadruplcts {X,X,L,p) et (X' , X' , l' , p') sont équivalents s'il existe un isomorphisme / : 
X — > X' compatible aux actions, aux polarisations et tel que f o p = p' 

X XsS 




XXî^S 




f 



X' XsS 

Remarque 2.2.5. — Il résulte des travaux de Colmez, Fontaine, Breuil que X se relève 
en un groupe p-divisible sur dont l'isocristal filtré est {VL,ba, /Iq^). 

Remarque 2.2.6. — L'espace AI (î'Qp, 6) est formellement lisse sur 5^/(0^). Puisque, 
comme on la verra, les espaces de Rapoport-Zink uniformisent dans certains cas des 
strates des variétés Shimura, cela peut paraître en contradiction avec l'existence de sin- 
gularités dans ces strates. Néanmoins, la fibre spéciale de M.{VQ^,h) (le sous schéma 
réduit) est en général singulière et il n'y a pas de lien entre la lissité formelle d'un 
schéma formel et les singularités de sa fibre spéciale. Ce qui pourrait induire en erreur 
est l'exemple de l'espace Drinfeld. Dans ce cas là, les singularités de la fibre spéciale 
du schéma formel de Drinfeld (des diviseurs à croisement normaux) sont identiques aux 
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singularités de la fibre spéciale des courbes de Shimura qu'ils uniformisent. Cela est dû 
au fait que ce schéma formel est adique sur Spf(0^) et que donc, sa réduction modulo 
p est un schéma. En général M{'DQp,b) n'est pas un schéma formel p-adique. 

2.2.6. Décomposition de l'espace associé à (î'Qp, b) en produit d'espaces simples 
de type E.L. et P.E.L.. — 

2.2.6.1. Cas (A). — Commençons par remarquer que si M{b,iJ,) désigne un espace 
de Rapoport-Zink de type P.E.L. unitaire non ramifié simple, celui ci est muni d'un 
morphisme 

P:M{b,fi)^q;/Z; 
mesurant le "défaut" de la polarisation du groupe p-divisible universel à coïncider avec 
celle définie par < ., . > sur Vq^. 

Soit X""*^ le groupe p-divisible universel sur AiÇDQ^,b). L'action de Ob <8) sur 
j^univ^ la polarisation A et * permettent de décomposer X""*^ en 



iel jeJ 



Utilisant le fait que Ob®^p est un ordre maximal, on peut appliquer une "équivalence 
de Morita" à chaque terme pour obtenir que l'espace de Rapoport-Zink associé à {Vq^, b) 
se décompose de la façon suivante si J 7^ : 

iel \jeJ 
où ^ 

J{M{bi,lJiA -^J{M{b^,iij) 

^jeJ ) jeJ 

est l'ouvert fermé défini par l'égalité : Vj,j' G J, Pj = fiji. 
Dans le cas où J = 0, 

-M(PQ„fe) = \{M{bi,iii) X 

iel 

Remarque 2.2.7. — Cette décomposition en produit d'espaces plus simples par équivalence 
de Morita est un des points clef de tout ce qui suit. Par exemple, elle permet dans [26] 
de ramener l'étude d'espaces de modules associés à des groupes p-divisibles de dimension 
supérieur à 1 à celle de groupes p-divisibles de dimension 1. 

Exemple 2.2.8. — Supposons que pour un i G /, soit tel qu'il existe un tq G Ip^,, 
tel que Vr 7^ tq Pi^r = 0. Alors, le schéma formel M[bi,fii) est l'espace de modules 
des O]^^ -modules p-divisibles X (au sens de [26]) sur un schéma 5* sur lequel p est 

localement nilpotent munis d'une rigidification avec un -module p-divisible sur ¥p 
de F isocristal associé à 6j et vérifiant 

Lie(X) est un Os — module libre de rang pj^^-o 
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Exemple 2.2.9. — Avec les notations précédentes, si pour un i appartenant à / iJ^i = 1 
alors, B[GLn{Fw., Hi)) est réduit à un seul élément bi qui est associé à un isocristral étale 
et 

M{bi,Hi) = GLn{F„,)/Co 

comme espace discret (c'est à dire union disjointe de copies de Spf{0^)). 
Il en est de même pour un j appartenant à J. 

Exemple 2.2.10. — Avec les notations de l'exemple 2.2.8 si pi^ro = 1 et 6^ est basique, 
M.{hi,^i) paramétrise des déformations par quasi- isogénies de Op -modules p-divisibles 
de dimension 1 et de hauteur n. 

M{bi, iii) ~ Sp/(o^[[ri, . . . ,r„_i]]) X z 

l'espace de Lubin Tate sur lequel opère J^)^ = D^. 

n 

2.2.6.2. Cas (C). — Comme ci dessus, il y a une décomposition 

\w\p J 



2.3. Continuité de l'action de 

Nous notons dans cette section M. un espace de Rapoport-Zink associé à une donnée 
locale simple ou bien à une donnée globale. 

Le schéma formel M. est muni d'une action à gauche de J5 via 

V5 G Jb V(X, p)&M (X, p).g = {X,po g-^) 

Lorsque Ai = M ("Pq^ , /"q^) ; cette action se fait composante par composante au sens 
suivant : dans le cas (A), Hie/ ^ Iljej ^bj opère sur 

JYM{hi,iJLi) X WM{hj,iJLj) 

et J(, C riie/ "^bi X TljeJ "^bj stabilise l'ouvert fermé 

M{VQ^,b) c UMbùta) xllM{bj,Hj) 

iei jeJ 

Définition 2.3.1. — Soit j£ un schéma formel muni d'une action d'un groupe locale- 
ment compact totalement discontinu H. Nous dirons que H agit continûment sur X si 
tout ouvert quasicompact U àe X est stabilisé par un voisinage de l'identité dans H, et 
si Xjj C Ojj est un idéal de définition de Ou, VA^ € N il existe un sous-groupe compact 
ouvert iCjv C H suffisamment petit tel que G K^r, g* : Ou jX^ — > Ou/X^ est 
l'identité. 

Proposition 2.3.2. — Le groupe Jb opère continûment sur A4. 
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Démonstration. — On vérifie aisément que l'assertion ci dessus est équivalente à la sui- 
vante : si S est un schéma quasicompact sur lequel p est nilpotent et {X, p) £ M. (S) , il 
existe un voisinage de l'identité dans Jj, tel que pour g dans un tel voisinage, {X, pog) ^ 
{X,p). 

Notons End(X) l'anneau des endomorphismes du groupe p-divisible X muni de ses 
structures additionnelles (A et l) sur Fp. L'anneau End(X) est un Zp-modulc libre de 
type fini. De plus, VA^ > 0,ld + p^End(X) est un sous-groupe compact ouvert de Jb et 
lorsque N varie cette famille de sous-groupes forme une base de voisinages de l'identité 
dans Jft. 

Considérons la quasi-isogénie sur S 

po{Id + p^{u X 1)) o p-^ =Id + p^p{u X l)p-^ G End(X X5 5)q 

Le schéma S étant quasicompact et p nilpotent, par rigidité des quasi- isogénies 

Vu G End(X) 3N p^ p{u x l)p-^ se relève en un endomorphisme de X/S 

Mais l'algèbre End(X) est un Z^- module de type fini. On peut donc trouver un tel N 
uniformément pour tous les éléments u de End(X). C'est à dire, 

3N \/u G End(X) p^ p{u x l)/?"^ se relève en un endomorphisme de X 

Nous noterons {p^p{u x l)|0~^J'ce relèvement. Comme End(X) est un anneau p-adique, 

Id + p{p^p{u x l)p-^Y^ Aut(X) 

On en déduit que Vu G End(X), Id + p^+^p{u x se relève en un automorphisme 

de X ce qui montre que 

□ 

Remarque 2.3.3. — Bien sûr, cette démonstration s'applique à un espace de Rapoport- 
Zink général tel qu'il est défini dans [51]. 

2.4. Un théorème de fînitude pour l'action de Ji, 

Dans cette section nous oublions les notations globales précédentes et considérons des 
espaces associés à des donnés locales simples. 

Définition 2.4-1- — On posera comme précédemment L = W{k)Q. L' automorphisme 
a désignera toujours un Frobenius géométrique de l'extension non ramifiée L\Qp. Le 
cristal associé à un groupe p-divisible est son cristal de Dieudonné covariant (M, V) 011 
V est une application a linéaire, le Verschiebung. 

Bien que dans notre situation L = E nous préférons distinguer les notations puisque 
le rôle de ces deux corps est totalement différent. 
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2.4.1. Description de Ai{b, fJ,)(k) en termes de cristaux. — Soit donc une donnée 
locale de type E.L. ou P.E.L. non ramifiée simple. 

Considérons l'isocristal {V ®Qj^ L, ba) muni de son action de F et, dans le cas P.E.L. , 
de sa polarisation 

< .,. >:VlxVl^Qp{1) 

Un clément de A4{b, ^){k) s'identifie alors à un cristal M dans (V^, ba) stable par l'action 
de Op tel que M comme Ol réseau soit autodual à une constante de près (c'est à 
dire 3fe G Z = p^M) et tel qu'on ait une égalité de fonctions polynomiales : 

V6 € Of dct(6; M/VM) = det(6; Vb) 

Dit autrement, la dernière condition s'exprime en disant que le polygone de Hodge 
arithmétique "avec structures additionnelles" est fixé égal à /x. Reprenons les notations 
de 2.2 et détaillons les différents cas : 

Cas (AL) : Reprenons les notations de 2.1.1. Posons N = Vl, V = ba. Décomposons 
N sous l'action de F 

iV= iV(i) 

Oll 

N{i) = {n e N \ \/x e F x.n = a^{x)n} 
Supposons fi donné par des {ai)i(^z/dz-, ^ < cli < n (qui sont les Pr dans les notations 
de 2.2.1.1). Un élément de Mik) est donné par un Op ©L-réseau M C iV tel que 
pM C VM C M, et si M = ©jg^/dz ^(^) où 

M{i) = {m, e M I Vx G Ci? x.m = a\x)m} 
alors, l'inclusion VM{i) C M{i + 1) induit une décomposition 

M/VM= M{i)/VM{i-l) 

Oll M{i) /V M{i — 1) est un Ai-espace vectoriel sur lequel le corps résiduel de F agit via le 
Probenius géométrique à la puissance i. La condition de Kottwitz s'écrit alors avec ces 
notations 

dimfe M{i)/VM{i - 1) = a» 



Cas (AU) : Prenons les notations de l'annexe D.l. Notons encore {N,V) l'isocristal 
{yL,ba). Le produit symplectique sur V induit une polarisation < .,. >: N x N — > 
Qp(l). Si 

7V= N{i) 

est la décomposition de N sous l'action de F comme dans le cas (AL), la condition d'être 
un F-module hermitien : 

yb e F < bv, v' >=< f , b*v' > 
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s'exprime en disant que 

yi=éj + d <N{i},N{j) >=0 
et le produit < ., . > est parfait sur N{i) x N{i + d) 
Avec les notations de D.l supposons // donné par des entiers (aj)o<î<d-i- Un élément 
de A4{b,fi)(k) est alors donné par un Op <8) 0i,-réseau M = 0jgz/2(iz -^(0 
pM C VM C M, M est autodual à un élément de près et 

yO<i<d dim^(M(z)/FM(î - 1)) = Oj 



Cas (C) : L'isocristal {N,V) est polarisé via <.,.>: x — > Qp(l)- Comme 
précédemment il y a une décomposition A^ = ^i^^/dz -^(0- -^^ plus, 

Vi/j <N{i),N{j) >=0 
et < ., . > est parfait sur N{i) x N{i) 
Un clément de Ai(b, /u)(fc) est alors donné par un Op ® O^-réseau M = ^^^z/dz ^i}) 
tel que pM C VM C M, qui est autodual à un élément de Qp près et tel que 

VO < z < d dimfe(M(i)/FM(i - 1)) = ra 



Action de Avec les notations précédentes, le groupe Jf, admet la description 
suivante 

Jb = {g ^ Aut(A/", y) I Vn, n' < ^n, gn' >= c{g) <n,n' >} 
Pour un élément g de J5 vu comme un élément de G{L), l'action de g sur Ai(k) est, en 
termes de cristaux M, l'application M 1 — > g-M. 



2.4.2. Lien avec l'immeuble de G. — Donnons une autre description de A4{k) 
dans l'esprit de la section 4 de ([47]) qui le fait apparaître comme un sous-ensemble de 
l'immeuble de G sur L : 

M{b,f^m = {5 G GiL)/K I Kg-'hgn< = A>(p)i^} 

oh K = G{W{k)) est un sous-groupe compact hyperspécial. On vérifie cette égalité 
en utilisant le lemme 7.4 de [41]. Le lien avec la définition en termes de cristaux est 
le suivant : soit M C Vl un cristal, M G A^(fc), de stabilisateur K dans G{L). A 

g G G{L)/K est associé le réseaux g. M. Lorsque g vérifie la condition ci dessus, g. M est 
bien un cristal de polygone de Hodge associé à ji. Dans cette description, g^ G J;, opère 
de la façon suivante : 

gK I — > gQgK 

Remarque 2.4-2. — Si l'on suppose h "décent" au sens de [51], c'est à dire 

3s {hay = {svi,){p)a' 

011 f(, désigne le morphisme des pentes alors, dans toutes les considérations précédentes 
on peut remplacer L par Qps l'extension non ramifiée de degré s de Qp. 
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2.4.3. Orbites de J5 dans A4(k). — On note {X,p) les éléments de À4(k) où X 
désigne un groupe p-divisible sur k muni de son action de Op et, dans le cas unitaire 
ou symplectique, de sa polarisation principale. La quasi-isogénie p : X — > X désigne la 
rigidification avec le groupe p-divisible X défini sur k. 

Lemme 2.4-3. — Deux éléments {Xi, pi),{X2, P2) € M.{k) sont dans la même J},- 
orbite ssi 

XiC^X2 

comme groupes p-divisbles munis de structures additionnelles. 

Démonstration. — Soit g e Jb tel que {Xi,pi) ~ {X2,P2 ° g~^)- Alors, Xi 2± X2. 
Réciproquement, supposons qu'il y ait un isomorphisme de groupes p-divisibles munis 
de structures additionnelles 

f:X,^X2 



Considérons la quasi-isogénie g 
diagramme suivant commute 



Pi^ o f ^ o p2 : X — > X. Par définition g G Jj,. Le 




ce qui montre que {Xi,pi) ~ {X2,P2 ° g 

2.4.4. Action sur les composantes irréductibles. — 



□ 



Définition 2.4-4- — Si A^ désigne un espace de Rapoport-Zink, nous noterons M. la 
fibre spéciale de Ai c'est à dire le sous-schéma réduit défini sur k. 

Rappelons ([51]) que les composantes irréductibles de M sont des variétés projectives 
sur k et que ^A étant localement de type fini une composante irréductible n'intersecte 
qu'un nombre fini d'autres composantes. Le groupe permute ces composantes. 



Théorème 2.4'5. — Soit A4 un espace de Rapoport-Zink de type E.L ou P.E.L. non 

ramifié simple ou encore associé à une donnée globale non ramifiée. Il y a un nombre 
fini d'orbites de de composantes irréductibles de A4 sous l'action de Jh. 

Démonstration. — Du point de vue de l'immeuble de G sur L ce théorème est un 
théorème de finitude pour l'action de Jh sur l'immeuble qui généralise la proposition 
2.18 de [51]. 

D'après les remarques du début, un ouvert quasicompact de A4 intersecte un nombre 
fini de composantes irréductibles et réciproquement une union finie de composantes 
irréductibles est quasicompacte. Le théorème est donc équivalent à l'énoncé : il existe un 
ouvert quasicompact U de Ai tel que Ai = Jb.U. 
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On vérifie en utilisant la section 2.2.6 que l'on peut se ramener au cas des espaces 
associés à une donnée locale non ramifiée simple. Nous supposerons donc que Ai est de 
ce type là. 

Commençons par rappeler le 

Critère de quasicompacité 2.4-6 (corollaire 2.31 de [51]) 
Un ouvert U de Ai est quasicompact ssi 3M G Ai(k) 3iV G N 

U{k) C {M' G M{k),p^M CM' C p-^M} 

de façon équivalente : 3N, la quasi-isogénie universelle p"™^ soit telle que sur U p'^"-^'" 
et p^ {p^^^'")~^ soient des isogénies. 

La démonstration consiste maintenant à exhiber un nombre fini d'orbites dans Ai{k) 
(ou, dans le cas unitaire et symplectique, dans un ensebmle plus gros : confère les 
définitions suivant 2.4.12) sous l'action de Jj, vérifiant : il existe une constante c telle que 
tout point de Ai{k) soit à distance inférieure à c d'un point d'une de ces orbites. 

Etant donné qu'il n'y a qu'un nombre fini de polygones de Hodge possibles pour un 
groupe p-divisible muni de structures additionnelles isogène à X, l'énoncé précédent est 
équivalent au même énoncé sans la condition de Kottwitz sur le polygone de Hodge 
arithmétique dans la définition de Ai{k). Nous ignorerons donc cette condition. Cela 
signifie que nous allons démontrer le théorème annoncé non pas sur l'espace AA mais sur 
l'espace plus gros défini de façon analogue, sans la condition de Kottwitz sur le polygone 
de Hodge. Nous noterons encore Ai cet espace. Le lemme 2.4.3 est bien sûr encore valable 
pour cet espace. 

Commençons par rappeler la définition suivante : 

Définition 2.4-7 ([61] section 3). — Soit S un schéma de caractéristique p et X un 

groupe p-divisible sur S. Soit A un nombre rationnel positif. On dit que X est divisible 

r 

par rapport à la pente A s'il existe des entiers naturels r, s tels que A = - et tels que la 

s 

quasi-isogénie 

F'p-'- : X X^P') 

soit une isogénie. 

Nous allons utiliser le résultat suivant de Zink : 

Proposition 2-4-8 ([61] proposition 12). — Soit K un corps parfait de caractéristique 
p et X/K un groupe p-divisible de pentes Ai > • • • > A^. Il existe une constante c ne 
dépendant que de la hauteur de X et un groupe p-divisible Y/K m,uni d'une isogénie avec 
X de degré plus petit que c tel que Y vérifie la propriété suivante : Y est muni d'une 
filtration par des sous groupes p-divisibles 

(0) = C n C • • • C y. = y 

telle que pour tout i, Yi soit divisible par rapport à la pente Aj et Yi/Yi^i soit de pente 
Xi . De plus, une telle filtration se scinde. 



26 



CHAPITRE 2. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 



Rappels sur la démonstration. — Rappelons que dans la démonstration, si (M, V) est le 
cristal de X et si U = p"'"^^*^, on pose 

M' = M + UM + h U''-'^M 

Le point crucial de la démonstration consiste à démontrer que M' est stable par U. Une 
fois cela démontré on peut donc décomposer M' en partie bijective et topologiquement 
nilpotente pour l'action de U : 

M' = Ml^^(BMUi 

Rappliquant le même procédé à M^^ pour U = p'^'^V^'^ on obtient ainsi par récurrence 
la filtration souhaitée. 

De plus, à la première étape M C M' C c p^^^^~^^M car ri < si < h. 

Répétant ce type d'inégalité à chaque étape, le nombre de pentes étant inférieur à h, 
l'existence du c s'en déduit. □ 

Fait 2.4-9. — Si le corps K est algébriquement clos et si les pentes Aj sont fixées, 
tous les groupes Y intervenant dans l'énoncé du lemme précédent sont isomorphes. Si 
Xi,...,Xr désignent les pentes du cristal {M,V) associé et (mj)i<j<r les multiplicités 
associées 




oùsiX = -,rAs = l 
s ' 

= W{K)[F,V]/{V' - p\ FV - p) 

Revenons à la démonstration du théorème. Expliquons comment démontrer le théorème 
dans le cas (AL) lorsque F = Qp, c'est à dire lorsqu'il n'y a pas de structure additionnelle. 

Appliquons le lemme de Zink à X. Soit donc Yo/k un groupe p-divisible tel qu'il est 
donné par le lemme de Zink avec une isogénie : /o : X — > Yq. Soit O la J^-orbite de 
(YoJo) dansMik). 

Soit maintenant {X,p) € À4{k). Appliquons le Icmmc de Zink à X : soit Y/k et 
/ : X — > Y l'isogcnic de degré inférieur à c (oti c ne dépend pas de X mais seulement 
de X puisqu'il ne dépend que de la hauteur du groupe p-divisible). Considérons le point 
{Y, f o p) e M{k). Il est clair que ce point est à distance inférieure à c de (X, p). De plus, 
d'après le lemme 2.4.3 et 2.4.9, {Y, fop)eÔ. 

On en déduit donc le théorème lorsqu'il n'y a pas de structures additionnelles. 

Démontrons maintenant le cas (AL) en général, c'est à dire lorsque l'on ajoute l'action 
de Op- Pour cela démontrons des variantes de 2.4.8 et 2.4.9. 

Lemme 2. 4- 10. — Soit K un corps parfait de caractéristique p et X/K un groupe p- 
divisible muni d'une action de Op de pentes Ai > • ■ ■ > A^. H existe une constante c 
ne dépendant que de la hauteur de X, un groupe p-divisible Y/K muni d'une action de 

Op, et d'une isogénie Op équivariante avec X de degré plus petit que c, tel que Y vérifie 
la propriété suivante : Y est muni d'une Op- filtration par des sous groupes p- divisibles 
munis d'une action de Op 

(0) = C C • • • C y, = y 
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telle que pour tout i, Yi soit divisible par rapport à la pente Xi et Yi/Yi^i soit de pente 
Xi. De plus, une telle filtration se scinde. 

Démonstration. — Soit {M,V) le cristal de X muni de son action de Op, c'est à dire 
d'un morpliisme Op — > End(M, V). Reprenons le rappel de la démonstration du lemme 
2.4.8. L'opérateur U qui y est défini commute à l'action de Op, puisque V commute à 
l'action de Op. Le cristal M' est donc stable par l'action de Op. La décomposition de 
M' en parties bijectives et topologiquement nilpotente sous l'action de U est donc stable 
par l'action de Op. Le reste de la démonstration est identique. □ 

Lemme 2.4-11. — Soient Yi,Y2 deux groupes p- divisibles sur un corps algébriquement 
clos K munis d'une action de Op, isogènes comme groupes munis d'une action de Op, 
et du type de ceux fournis par le lemme précédent. Alors, Y\ ~ Y2 comme groupes p- 
divisibles munis d'une action de Op. 

Démonstration. — D'après 2.4.9, la catégorie Zp-linéaire C des groupes p-divisibles sur 
K de pente A divisibles par rapport à A est semi-simple, d'objet simple ayant pour cristal 
le cristal M^. L'algèbre End(M^) est isomorphe à Od^i l'ordre maximal dans une algèbre 
à division d'invariant A sur Qp. La catégorie des objets de C munis d'une action de Op 
est donc équivalente à celle des Od^ ® OF-modules de type fini sans torsion (on pourra 
consulter le chapitre II de [59] pour la théorie des Od^ modules de type fini qui est 
analogue à celle des modules de type fini sur un anneau de valuation discrète). L'algèbre 
Odx ^ C'i? est isomorphe à Md{Op)i ^) pour un entier d et un nombre rationnel A', oii 
D'y désigne une algèbre à division d'invariant A' sur F, et Op)i ^ son ordre maximal. 
Par équivalence de Morita la catégorie des (8) O^-modules est équivalente à celle 
des O/j/^^ -modules. Or, deux O^)/^^ -modules de type fini sans torsion Mi,M2 vérifiant 
Ml (g) Qp ~ M2 (8) Qp comme D^,-modules sont isomorphes puisqu'ils ont même rang. 
D'oii le résultat lorsque Yi ety2 ont une seule pente. Le cas général s'en déduit puisque la 
décomposition de 2.4.9 en somme de groupes p-divisibles isoclins est stable par l'action 
de Op. □ 

En utilisant ces deux Icmmes, la démonstration du cas (AL) est analogue au cas déjà 
démontré lorsque F = Qp : il sufiit de remplacer groupe p-divisible par groupe p-divisible 
muni d'une action de Op. 

Passons maintenant au cas (AU). Commençons avant par une définition 

Définition 2.4-12. — Soit S un schéma et X un groupe p-divisible sur S. Soit N un 
entier. On appelle polarisation p^-quasi-principale une polarisation A : X — > X telle 
que X~^ soit une isogénie. 

Une polarisation p^-quasi-principale est donc une polarisation principale. 

Définition 2.4-13. — Soit N un entier. On définit le schéma formel A^(pjv) sur Spf{0^) 
comme étant l'espace de modules des groupes p-divisibles X sur un schéma sur le- 
quel p est localement nilpotent, munis d'une action de Op, d'une polarisation p^-quasi- 
principale A, et d'une rigidification p : X — > X qui est une quasi-isogénie compatible à 
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l'action de O^? et qui transforme A en un multiple rationnel de la polarisation sur X. On 

ne suppose pas la condition de Kottwitz vérifiée. 

Il est implicite dans cette définition que Ai(^pN^ est représentable, ce qui se déduit du 
théorème 2.16 de [51] comme dans le théorème 3.25 de [51]. Cependant, nous n'utiliserons 
que l'ensemble M(^pN^{k). Le schéma formel M^pN-j est muni d'une action de définie 
de façon analogue à celle sur A^. Il y a une immersion J^-équivariante M. = jCt^^pO^ •-^ 

Nous allons démontrer l'existence d'un entier N et d'un nombre fini de Jj-orbites 
Oi, . . . ,Or dans Ai(^pN^{k) vérifiant : il existe une constante c telle que tout élément 
de M.{k) est à distance inférieure à c d'une des orbite Oi, . . . ,Or- Cela démontrera le 
théorème dans le cas (AU). 

Commençons par une nouvelle variante du lemme 2.4.8 : 

Lemme 2.4-14- — Dans l'énoncé du lemme 2.4-10, supposons de plus X muni d'une 
polarisation principale A compatible à l'action de Op au sens où l'involution de Rosati 
induit l'involution * sur Op. Il existe alors un entier N ne dépendant que de la hauteur 
de X tel que le groupe p-divisible Y soit muni d'une polarisation -quasi-principale X' 
compatible à l'action de Op et à l'isogénie entre XetY. 

Démonstration. — Soient Mi le cristal de X et M2 le cristal de Y. Soit une isogénie 
/ : Y — > X de degré inférieur à c. Elle induit une inclusion M2 — > Mi. Le cristal 
Ml est muni d'une polarisation <.,.>: Mi x Mi — > Zp(l) oii Zp(l) est le cristal 
{W{K),V) avec V le Verschiebung sur les vecteurs de Witt. Le produit symplectique 
< ., . > est parfait au niveau des W {K)-modu\es sous-jacents aux cristaux. Si A est un 
W{K)-iésea.u dans le W{K)q espace vectoriel associé à Mi, nous noterons A"^ le réseau 
dual par rapport à < ., . >. La restriction du produit < ., . > à M2 donne une polarisation 
A' de Y telle que le diagramme suivant commute 

/ 




Étant donné que le degré de / est borné par c, c'est à dire [Mi : AI2] < c, il existe un 
entier N ne dépendant que de c et de la hauteur de X (et donc que de la hauteur de X) 
tel que p^Mi C M2 C Mi . Cela implique que 

C p-'^M^ = p-^M, C p-2^M2 

Et donc, p^^ \' est une isogénie. □ 

Passons maintenant à un analogue faible de 2.4.9 : 

Lemme 2.4-15. — Supposons K algébriquement clos. Soit N un entier. Il n'y a qu'un 
nombre fini de classes d'isomophismes de groupes p-divisibles Y sur K munis d'une ac- 
tion de Op, d'une polarisation p^ -quasi-principale compatible à l'action de Op, possédant 
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une Op-filtration comme dans le lemme précédent et isogènes avec leurs structures ad- 
ditionnelles à un même X fixé. 

Démonstration. — Soient Ai, . . . , A,, les pentes de X (qui sont symétriques par rapport 
à 1/2). Soit l'anneau R = YIiOdx - Cet anneau est Morita-équivalent à End(X). Il y 
a un isomorphisme End(X) ~ End{X)°PP et la polarisation principale A induit donc 
une involution sur End(X). Celle-ci induit une involution sur R permutant les facteurs 
Od)^ et Odi_x - ^ l'anneau R(S>Zp Op muni de l'involution # déduite de celle sur R 
par tensorisation avec celle sur Op. Considérons la catégorie Zp-linéaire C des groupes p- 
divisiblcs Y sur de pentes incluses dans l'ensemble {Ai, . . . , A^}, munis d'une action de 
Of et possédant une Of filtration comme dans le lemme 2.4.8. Cette catégorie est semi- 
simple, équivalente à la catégorie des ^-modules à gauche de type fini sans torsion. Si Y 
est comme dans l'énoncé, le A module associé est muni d'une application symplectique 
#-hermitienne associée à sa polarisation 

<.,.>: M X M — >Zp 

La condition d'être p^-quasi-principale signifie que 

M C C p-^M^ C M (8) Qp 

Le résultat est donc une conséquence du lemme qui suit. □ 

Lemme 2.4-16. — Soit A une ïp-algèbre qui est un "Lp-module libre de rang fini, * une 
involution de A, et B l'anneau Aiq^ muni de Soit TZ une classe d'isomorphismes de 

A-modules qui sont des Zp modules libres de type fini. Si M £ TZ, et < ., . >: M x M — > 
Zp est un produit symplectique hermitien relativement à parfait sur le <Qp- espace 
vectoriel Mq^, nous noterons C Mq^, le réseau dual. Soit N €N. Il existe un nombre 
fini de classes d'isomorphismes de tels A-modules symplectiques hermitiens (M, < ., . >) 
tels que la classe d'isomorphisme de M soit TZ et M G C p~^ M. 

Démonstration. — Soit n un entier vérifiant n > 4N -\- 2. Soit M un A-module dont la 
classe d'isomorphisme est TZ. Il existe un nombre fini de structures de A/ p"- A-module 
symplectique hermitien sur M/p"-M. Montrons que si < ., . >i et < ., . >2 sont deux 
structures symplectiques hermitiennes sur M vérifiant 

yx,yeM <x,y>i=<x,y>2 [p"] 

alors il existe un isomorphisme (M, < ., . >i) ~ (M, < ., . >2), ce qui conclura. 

Soient donc deux tels produits < ., . >i et < ., . >2. Nous devons montrer l'existence 
d'un g G GL^(M) tel que 

yx,y £ M < gx,gy >2=< gx,gy >i 

sachant que, relativement à < ., . >i et < ., . >2, C p~^M. 
Il existe u G End^i^^ i^Qp ) vérifiant 

Vx, y G < X, y >2=< u{x),y >i 

Notons * l'adjonction par rapport à < ., . >i sur EiidAQ^{MiQ^). Désormais tous les 
réseaux duaux seront pris par rapport à < ., . >i. 
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On a l'égalité u* = u et 

\/x,yeM < u{x),y >=< x,y > [p"] 

^ (u - Id){M) C p"M^ C p"-^M 

Cherchons un a G EndA(M) tel que 

\lx,yeM < (/d + p[î]+^a)(x),(/d + p[î]+^a)(y) >2=<x,y >i [p'^+^j 

Un petit calcul montre que si a est solution de 

^ u — Id 

et vérifie a* {M) C M, a conviendra. Or, 

{u - Id){ki) C p"-^M =^ f \ (M) C p"-[t]-i-^M C pt-i-^M 

la dernière inclusion résultant de 

\/v G EndA(M) u*(M) C p^^M 

car Vx G M G C p-^M (l'appliquer kv= I ^ ~ '^^ 




Donc, comme n > 4A'^ + 3, 
cas p = 2) que 



1 

"=2 



— 1 — 2A'^ > 1 ce qui implique (le 1 étant là pour le 
G EndA(M) 



u — Id\ j u — Id 



convient. De plus, /d + ptal+^a G GLa(M). 

Quitte à modifier < ., . >2 par cet automorphisme on peut maintenant supposer que 
< x,y >i=< x,y >2 [p""*"^] et rappliquer la méthode de résolution par récurrence pour 
obtenir une suite d'éléments de GLb(F) convergeant vers un g tel que < g*, g» >2=< 
•, • >i (étant donné que le g construit précédemment appartient à /(i+p[2]+^Endyi(M), 
la convergence est assurée). □ 

Appliquons maintenant le lemme 2.4.3 (encore valable pour Jîi^pN-j). On obtient donc 
l'existence d'un nombre fini de J^-orbites dans Mj^N^(k) tel que tout point soit à dis- 
tance inférieure à c d'une telle orbite. 



Le cas (C) se traite de la façon analogue au cas précédent en utilisant le lemme 
2.4.16. □ 
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2.5. Espaces de Rapoport-Zink rigides 

Nous noterons dans cette section A4 un espace de Rapoport-Zink associe à une donnée 
globale non ramifiée T> ou bien un espace de Rapoport-Zink associé à une donnée locale 
non ramifiée simple. Si Ai est associé à une donnée globale V nous noterons V pour 
F(8)Qp, B pour B et Ob pour Os (g)Zp. Si tVÎ est associé à une donnée locale nous 
noterons Ob pour Op- On fixe un réseau autodual Aq dans V. E C Qp désignera soit 
Eu dans le cas d'un espace associé à une donnée globale, soit le corps réflex de la donné 
locale dans le cas d'un espace associé à une donnée locale. 

Définition 2.5.1. — désigne la fibre générique de Ai sur E au sens des espaces 

analytiques de Berkovich. 

On notera Ai"^ la fibre générique de Ai au sens des espaces adiques ([28] et l'annexe 
E). 

2.5.1. Torseur des périodes. — Si K\E est une extension de degré fini, k x € 
Ai"-'^[K) = Ai{OK) est associé un groupe p-divisible X = X^"™ sur Ok d'isocristal 
filtré 

{VL,ba, Tri{x)) 

où TTi : Ai"'"' — >■ fi"'^ est la première composante du morphisme des périodes ([51]) 

Le module de Tate rationnel de X, Vp{X) est une représentation cristalline de Gk = 
Gal(i^|i4r) munie d 'une action de B et d'un produit symplectique iJ-hermitien 

Vp{X) X Vp{X) Qp(l) 

dans lequel Tp{X) est un réseau autodual. 
On a alors : 

VpiX) ~ {Fil''Rom{VL,B,ris)V 
où Vl est filtré par tti{x) et Bcris de façon usuelle, et 

Vl = Homo AVp{X), Ecris) 

sur lequel ba provient du Probenius cristallin (p sur Bcris et tt i (x) de la filtration de Bcris 
(confère [18]). 

On s'intéresse alors à la variation du torseur des périodes le long de Ai"""^ : 

7W»"(I) 3X^ IsomB-mod.symp.(Fp(Xr'''),^) 

qui est un G-torseur non vide grâce à la rigidification p. 

D'après [51] dans le cas qui nous intéresse (G'''^'^' est simplement connexe ) et plus 
généralement grâce à [60] et aux travaux de Colmez et Fontaine, 

Théorème 2.5.2. — Le torseur des périodes est constant, trivial sur Ai {E). 

Remarque 2.5.3. — Dans le cas non ramifié auquel nous nous intéressons on peut 
démontrer cela de façon encore plus directe de la façon suivante : Vp{X) et V sont 
isomorphes comme i?-modules et contiennent tous deux un réseau autodual Tp{X) et 
Aq. Donc d'après le lemme 7.2 de [42] ils sont isomorphes comme modules symplectiques. 
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Remarque 2.5.4- — Plus précisément on a le résultat suivant : si /i : Gm/Q ^ ^/Q~ 

et 6 G -B(G) sont tels que {n,b) soit faiblement admissible, la classe de cohomologie de 
ce G-torseur est 

K{b) -fiie H\Qp,G) ~ 7ro(Z(G)i^)^ c X*iZiGf) 

où K : B(G) X*{Z{Gf) et m = Ai|2(G)r- 

En particulier, si 6 G B{G,fi) (c'est à dire (//, 6) est faiblement admissible en un 
sens plus fort qui tient compte des structures additionnelles), /î(6) = /xi et la classe du 
G-torseur est triviale. 

2.5.2. Structures de niveau. — Au groupe p-divisible universel X'^'^^'^/M. est associé 
un groupe p-divisible rigide 

Xuniv^^l^an^P^an ^^^^^ fj^j ^^g^^ ^nfet(X)_ 

Tp(X""*^) := (X[n]"")„gN est donc un Zp faisceau analytique étale localement constant 
sur des revêtements étales finis, muni d'une action de Os et d'une polarisation 

rj,(x""^^) X rp(x""^'') Zp(i) 

oii Zp(l) est le Zp faisceau analytique {fJ-pn)nef^- Cet accouplement de faisceaux est parfait 
au sens oii il induit un isomorphisme 

D'après la trivialité du torseur des périodes G M"-"'[E) il existe un isomorphisme de 
Ofi-modules symplectiques 

Ao ^ Tp{xm 

Si K c Cq est un sous-groupe compact ouvert, on peut donc parler de structure de 
niveau K sur Tp(X""*^) au sens suivant : 

Définition 2.5.5. — Fixons un x G M.{E) dans chaque composante connexe de TW"". 
Une structure de niveau K sur Tp{X^"'^^) est un isomorphisme Vx de Os-modules sym- 
plectiques 

r,:Ao^Tp{Xrn 

tel que via rj l'action de 7r"'^(A^""', x) se fasse à travers K agissant sur Aq. Un 77 étant 
considéré modulo composition par un élément de K. On notera fj sa classe. 

Bien sûr cette définition ne dépend pas du choix des x G M{E). 
Une définition équivalente est la suivante : 

La classe d'isomorphisme de Tp{X'^"'^^) comme Cq torseur est donné par un élément 

de 

H^{M"''\Co) := lim ^^(A^«", Cq ® 

Dire qu'un système local est trivial équivaut à dire que cette classe est un cobord. De la 
même façon, une trivialisation modulo K d'un élément de 

Z\M'''',Co)= lim Z\M°''',Co0Z/p''Z) 
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est un élément g G (70(7^"", Cq) module C^{M"''', K) tel que 

c = cobord(5) module K 
Dit d'une autre façon, rj : Aq Tp{X'^'^'^'")[K] est donné par une famille compatible 

r?„:Ao/p'^Ao^X[nr[i^] 
oii Vn 3{Ui}i un recouvrement étale de jM"" et des isomorphismes 

(7?„),:Ao/p"Ao^X[n]f^^ 

tels que sur C/j H C/j , 

(^n)i|f/,n[/, o (^n)gnc/, e n t/,) = K-o(C/.n[/,) 

Aq étant fixé, pour K d Cq compact ouvert on définit une tour {M.k)k d'espaces 
analytiques sur E munis de morphismes de transition étales finis pour K d K' 

^K,K' ■■ Mk' — > Mk 
d'oubli de la structure de niveau. IIk,k' est galoisien de groupe K/K' si K' < K. 

Définition 2.5.6 ([51]). — Mk classifie les structures de niveau K sur Tp{X''^^''-'"). 

Nous noterons espaces adiques correspondants. 

2.5.3. Action se G(Qp) sur les structures de niveau. — La tour {■M.k)k<zG{Qp) est 
munie d'une action de G(Qp) décrite rapidement dans [51]. Donnons en une description 
détaillée. 

Si if C Co et 5 G G(Qp) sont tels que g~^Kg c Cq il y a un isomorphisme 

g : Mk ^ Mg-iKg 

défini ainsi : si Y est un espace rigide quasicompact sur E, un élément de M^^^{Y) est 
donné par un {X,p) G M{S) et un fj tel que {X,p,fj) G où S/Spf{0^) est 

un schéma formel admissible de fibre générique Y et 

r,:Ao^Tp{X"<^) [K] 

Étant donné que g'^Kg C Cq, le réseau g.Ao est stable par l'action de K et donc ri{g.Ao) 
est stable par l'action du tti de Y sur Tp{X'^''s). Il définit donc un groupe p-divisible rigide 

X' muni d'une quasi-isogénie X ^ X' telle que via la composée 

: Ao Qp Vp{X) ^ Vp{X') 

on ait <f-^{Tp{X')) = g.Ao. 

X' est de la forme X^'^^ jU oii U est un groupe rigide plat fini sur S et f est de la forme 
p"q où q : X ^ X/U et n G Z. D'après la version relative de la théorie de Raynaud, 
après un éclatement formel admissible S ^ S, U se prolonge en un groupe plat fini U/S. 
Posons 

X' = {X XsS)/Û 
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et f : X xs S — > X' la quasi-isogénie p^q, onq: XxsS^Xx S/U, qui prolonge / 
sur S. Munissons X' de la rigidification 

p:XXkS -^X^xS ^X' xS 

ce qui nous donne un {X,p) G M.[S). Quant à la structure de niveau rj sur Tp{X), 

au sens oii le diagramme suivant commute : 

r?(8) 1 



5-Ao 



Vp{X) 



An 



Tp{X') 



VpiX') 



La fibre générique de S est Y et alors {W, p,rf) & -Mg-iKgO^) que l'on pose comme étant 
égal à g.{X,p,fi). 



Remarque 2.5.7. — Rappelons que si x € 7V4""'(M) pour M\È une extension de degré 
fini, il n'est pas nécessaire d'effectuer un éclatement formel admissible pour prolonger 
notre groupe p-divisible sur Om ce qui simplifie la définition de l'action de G(Qp) sur 

les points Mk{É). 

Rappelons également que Mk est muni de l'action de J;, prolongeant celle de 
A^"", commutant à celle de G(Qp) et compatible aux morphismes de transition. 

Exemple 2.5.8. — Avec les notations du premier premier chapitre, si J 7^ 0, si 

K = llK,xl[Kj 

iei jeJ 



iei \jeJ 

et l'action de G(Qj,) se fait composante par composante. 
Si J = et si 

K = l[KiXKt 

iei 

où Kt est un sous-groupe compact ouvert de Zp , 

OÙ '^p/Ki est l'espace de modules des structures de niveau sur le module de Tate 
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Exemple 2.5.9. — Avec les notations de l'exemple précédent et en se plaçant dans le 
cadre de l'exemple 2.2.9 (cas étale) : 

De plus, Jb^ = G{Qp) qui agit à gauche sur cet ensemble et G{Qp) agit à droite via les 
correspondances de Hecke ensemblistes classiques. 

2.5.4. Quelques propriétés des espaces de Rapoport-Zink rigides. — 
Lemme 2.5.10. — Le schéma formel M. est séparé sur Spf{0^). 

Démonstration. — Il s'agit de montrer que le sous-schéma formel localement fermé 

A . 
M c >- MxM 

est une immersion fermée. Soit (X""'*'',/?*'"'™) le groupe p-divisible universel muni de sa 
rigidification p""*^. Considérons les deux projections 

. Pi 

P2 

L'immersion A est alors défini comme étant le lieu défini par 

^* ( v-univ Ainiv\ ^ ^* ( vuniv univ\ 

Pl\^ ! P ) —P2{^ ! P ) 

ce qui est équivalent à dire que la quasi-isogénie 

est un isomorphisme ou encore que a ainsi que sont des isogénies. D'après la pro- 
position 2.9 de [51] il s'agit d'une condition fermée. □ 

Pour comprendre l'énoncé qui suit il est conseillé de lire l'appendice E. 

Lemme 2.5.11. — Pour tout K, l'espace analytique Mk est lisse de bord vide. Le 
morphisme des pentes tti : TW"" — > est étale. 

Traduit dans le langage des espaces adiques : l'espace adique est lisse et partiel- 

lement propre et le morphisme tti est partiellement propre. 

Démonstration. — Montrons les assertions sur les espaces adiques qui sont équivalentes 
à celles sur les espaces analytiques. 

D'après le lemme précédent, est séparé. Pour voir qu'il est partiellement propre 

il suffit donc de constater que les composantes irréductibles de sa fibre spéciale M. sont 
propres. 

Les morphismes Hr Co '■ ~^ M"^ étant finis il en est donc de même pour les 

On sait déjà que le morphisme des pentes est étale au sens des espaces adiques (pro- 
position 5.17 de [51]). Les espaces adiques J^"'^ et jCi"^ étant partiellement propres, le 
mrophisme tti est partiellement propre. □ 

Remarque 2.5.12. — Ces propriétés peuvent également se déduire de l'existence de 
l'uniformisation de variétés de Shimura par les A^x- 
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2.6. Cohomologie de Mx 

Reprenons les mêmes conventions sur Ai que celles énoncées au début de la section 
2.5. 

2.6.1. Lissité de l'action de Jj,. — Rappelons (section 6 de [3]) que si X est un 

fc-espace analytique le groupe des automorphismes analytiques de X, Aut(X), est muni 
d'une structure de groupe topologique et que par définition un groupe topologique G 
agissant par automorphismes analytiques sur X agit continûment si le morphisme induit 
G — > Aut{X) est continu. 

On déduit alors de la proposition 2.3.2 et du lemme 8.4 de [3] : 

Corollaire 2.6.1. — Le groupe Ji, agit continûment sur Mk- 

Définition 2.6.2. — Nous noterons iï*(A^/<:(8)^Cp,Q^) la cohomologie à support com- 
pact £-adique de l'espace analytique M.k ® Cp (confère l'annexe F). 

Remarque 2.6.3. — Le lecteur de désirant pas lire l'annexe F pourra prendre comme 
définition de H*{Mk Cp,Qe) 

lim lim iî*(C/ 0^ Cp, Z/^Z) (g) 

u n 

OÙ U parcourt les ouverts relativement compacts de Mk- 

Cette espace de cohomologie est muni d'une action de Jb x We de la façon suivante : 
l'action de J5 est celle induite par l'action sur A4k, l'action du groupe d'inertie de 
Gal(£'|£') est celle induite par action sur les coefficients Cp, quant à l'action d'un Fro- 
benius a de We elle est induite par la donnée de descente de Rapoport-Zink ([51]) 

La cohomologie de M^^^ ®é^p s'identifie à celle de Mk 0^ Cp via 1 x a : Mk (8) Cp — 
M^K^ ® Cp. 

Etant donné que la donnée de descente commute à l'action de J^, H*{Mk ®£;Cp,Q£) 
est muni d'une action de Jj, x We. De plus, lorsque le niveau K varie, le système des 
H*{Mk ® Cp,Q^) est muni d'une action de G(Qp) x Jf, x We- 

Remarque 2.6.4- — La donnée de descente a n'étant pas effective, il s'agit vraiment 
d'une action de We et non d'une action de Gal{E\E). 

Définition 2.6.5. — Afin d'alléger les notations nous noterons désormais 

H'AMk, Qe) ■-= H'{Mk ® Cp, Qe) 

et 

H'{MK,Wi) ■-= Hl{MK®CpMi)®Wi 
Lemme 2.6.6. — Il y a un isomorphisme H*{MK,Qe) — H*{M^j^^ ,Qe) 
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Démonstration. — C'est une conséquence du lemme 2.5.11 et du théorème 1.5 de [29]. 

□ 

Combinant le théorème F. 2. 9 avec les corollaires 2.6.1 et 3.3.7 on obtient : 

Corollaire 2.6.7. — Pour tout K, H*{MK,Qe) esi un Jf, x WE-module lisse pour 
l'action de Ji, et continu pour l'action de We- 

Exemple 2.6.8. — Plaçons nous dans le cas d'une donnée locale étale ( exemple 2.5.9). 
Alors, 

et donc, 

hm H^{M{b,f,),Qe) = criG{Qp)) 

K 

OÙ l'action de Ji, = G(Qp) se fait par la représentation régulière gauche et celle de G(Qp) 
par la représentation régulière droite. L'action de We est l'action triviale. 

2.6.2. Un lemme d'induction. — Soit A = Hom2(X*(G)Q)p,Z). Le groupe Ji, étant 
une forme intérieure d'un sous-groupe de Levi M de G, tout x ^ -^*{G)Qj, se restreint à 
M et se transfert à J;, en un x € X*{.Jf,)Qp. Notons 

Jl= n kerixl 

où 

\x\:Jb 

Il y a une application ([51] 3.52) 

X ^ [x X{x)] 

Il y a également une application 

71-2 : A4 — A 

J(, équivariante. 7f2 est essentiellement la hauteur de la rigidification p ([51] 3.52). Notons 
A' C A l'image de 7f2 sur laquelle agit avec un nombre fini d'orbites. 

Définition 2.6.9. — Pour tout i élément de A' notons M.^^ = 1^2^ {i) 
On a donc 

Mk=\[ M^S 

ieA' 

décomposition de laquelle on déduit : 
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Lemme 2.6.10. — Il y a un isomorphisme 



HI{MkMÙ- c-Ind-'j\,H:{M^il, 



ou 



Jl' = n ker(lxl) 

L'intérêt de ce lemme est que lorsque b est une classe basique J^' = a un centre 
compact. 

Remarque 2.6.11. — L 'isomorphisme ci dessus est un isomorphisme de J^-modules. 
En fait, le groupe G(Qp) agit sur A. De même, il y a une action de We sur A triviale 

sur l'inertie de We et asociée au fait que la donnée de descente de Rapoport-Zink trans- 
formant la rigidification p en p composée avec le Frobenius, elle change sa hauteur. Il y 
a alors un isomorphisme de x G(Qp) x W^-modules 

hm H:{Mk,%) ^ c - /nd§,,G(Q,)xH^.)i 1^ KiM^îlm 

K ieA/Jt,xG{Qp)xWE K 

OU (Jft X G{Qp) X We)^ est le sous-groupe de Jb x G(Qp) x We agissant trivialement sur 
A. 

Lemme 2.6.12. — Soit b une classe basique. Si r désigne le rang semi-simple de Ji,, 
pour une représentation lisse tt de Jf,, pour i > r 

ExtX-lisseiH'ciMK,Qt),^)=0 

Démonstration. — 

E^t\_,^,,ic-Indj,miM'\Qe),7r)=E^en^^^^^^ 



Notons = nx6X*(M) 1^6r(x) qui est un groupe algébrique sur Qp à centre fini. J^(Qj,)< 
Jl et / J^{Qp) est un groupe compact ce qui implique que si pi , p2 sont deux représentations 
lisses de J^, 

(c'est une conséquence de l'exactitude du foncteur H° {J^ / (Qp) , -) pour les coéfîicients 
discrets). Dans [56], il est construit pour toute représentation lisse d'un groupe algébrique 
H sur Qp ayant un caractère central x sur Z^j, la composante connexe neutre du centre, 
une résolution projective dans la catégorie des représentations lisses ayant x comme 
caractère central sur Z^j de longueur inférieure à r. 

D'oii le résultat. □ 
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2.6.3. Finitude. — 

Proposition 2.6.13. — Supposons que b soit la classe basique. Alors, V(5 G A, 
est un JI -module de type fini. De même 
est un Jb-module de type fini. 

Démonstration. — On vérifie en utilisant le théorème 2.4.5 qu'il y a un nombre fini 
d'orbites de composantes irréductibles de jCi^^") sous l'action de J^. Si Zi,...,Zt sont 
des représentants de ces orbites, soit 

[/ = " u ■ ■ ■ u 

le tube au dessus des Zi, un ouvert analytique dans A^"" . Notons encore U pour 

Le corollaire 3.2.4 implique que U s'identifie à un tube au dessus d'un fermé dans 
l'espace analytique associé à une variété algébrique propre sur O^. Il résulte alors du 
théorème 3.3 (ii) de [29] que 

dim^{H^,{U,qe)) < +OC 
Soit K C le stabilisateur de U. C'est un sous-groupe compact ouvert. Considérons le 
recouvrement {g.U)g^ji^^ de A^^^- 

Il lui est associé une suite spectrale de cohomologie de Cech à support compact (II.4.1) 
concentrée en p < 0, dim(Sh) > g > : 

\a\=-p+l 

OÙ U{a) = Pi g.U. 

g&a 

Cette suite spectrale est Jl équivariante oti 

G Jl 5! : iî«(C/(a),Q,) ^ Hl{g.U{a),i 
Si a C J^/K notons 

Les espaces Hc{U{a),Qe) sont des iCa-modules lisses puisque Ka agit continiiment sur 
U{a) d'après le corollaire 2.6.1. 

Récrivons E^"^ sous la forme suivante : 

[â]eJi\(Ji/i^)"^+' 

Montrons maintenant que 

#{[â] G Jl\ {Jl/K)-'^' I U{a) / 0} < +00 
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Pour cela, remarquons que si A est une union finie de composantes irréductibles de 
{g G I g. A Ci A ^ $} est compact et que donc 

n = {ge4\g.unu^ 0} 

est compact et contient K. 

Si [a] = [{go, . . .,g_p)] G ji\ {J^/Ky^^ est tel que U{a) / alors, Vi ^ j g-^gj G 
K\Ç} qui est fini. 

Modulo l'action de à gauche sur les {—p+ l)-uplets on peut supposer que g-p G K 
et donc gi G qui est fini. D'oii la finitude de l'ensemble. 

On conclu donc que É'^'^ est une somme finie d'induites compactes de représentations 
de dimension finie et est donc une représentation de type fini de J^. D'après [16] la 
catégorie des J^-modules lisses est localement noethérienne (i.e. tout objet de type fini est 
noethérien). On en déduit que , Q^) possède une filtration finie FPHE^''{M(^^ , Q^) 

à quotients de type fini et est donc lui même de type fini. □ 

Corollaire 2.6.14- — Soit b la classe basique. Pour toute représentation admissible tt 
de Jh, pour tous K,p,q 

d^^We^K-lisse{H!{MKM),^) <+00 

Démonstration. — La réciprocité de Probenius donne un isomorphisme : 

La représentation TTjji est encore admissible. On conclut alors grâce à la proposition 
précédente et le lemme qui suit en posant H = P| ker(x) car 

X6X*(G) 

□ 

Lemme 2.6.15. — Soit H un groupe p-adique semi-simple, tti une représentation lisse 
de type fini de H et 712 une représentation admissible. Alors, 

Vi dim(Exi^_K^^e(7ri,7r2)) < 00 

Démonstration. — tti étant de type fini il existe une surjection 

a : c — ind^.pi tti 

i€l 

OÙ I est fini, les Ki sont des sous-groupes compacts ouverts et les pi de dimension finie. 
La représentation de droite étant elle même de type fini, ker(Q;) est de type fini (locale 
noethérianité de la catégorie des représentations lisses de H ([16])) et on peut rappliquer 

le processus pour construire ainsi par récurrence une resolution projcctivc P* tti de tti 
telle que Vg P'^ soit une représentation de type finie de H. On conclut aussitôt puisque 
si p est de type fini et 712 admissible alors Hom^f(p, 7r2) est de dimension finie. En effet. 



2.6. COHOMOLOGIE DE Mk 



41 



un morphisme H équivariant de p dans 7r2 est déterminé par l'image d'un nombre fini de 
vecteurs de p engendrant p. Or une telle famille finie de vecteurs est contenue dans p^ 
pour un sous-groupe compact ouvert V et donc d'image dans qui est de dimension 
finie. □ 

Remarque 2.6.16. — Dans [56] ce lemme est démontré d'une autre façon mais en 
supposant de plus que tti est admissible. Cette restriction est donc inutile. 

Corollaire 2.6.17. — Soit h la classe basique. Supposons anisotrope modulo son 
centre . Alors, 

V5 e A Vg dimQ^ (TWSJ), Q^) < +00 

Remarque 2.6.18. — Supposons la classe h basique. On ne peut espérer mieux que la 
proposition 2.6.13 dans le cas oii Jf, n'est pas anisotrope modulo son centre. En effet, 
on pourrait penser que if*(AÎ^\Q^) est un JjJ-module de longueur finie. Mais cela est 
faux comme le montre l'exemple étale (exemple 2.6.8). 



CHAPITRE 3 



UNIFORMISATION DES VARIÉTÉS DE SHIMURA 

DE TYPE P.E.L. 



L'uniformisation des variétés de Shimura se décompose en plusieurs étapes : 

• stratification de la fibre spéciale selon la classe d'isogénie du groupe p-divisible muni 
de structures additionnelles 

• raffinement d'une strate en classes d'isogénies cf) de variétés abéliennes munies de 
structures additionnelles 

• classes d'isomorphismes dans une classe d'isogénie : 

- en p grâce à l'espace M.Kp 

- hors p "tout est étale" et il s'agit d'une description de réseaux munis de 
structures de niveau c'est à dire d'éléments de G{A^^)/Kp 

Certaines de ces étapes apparaissent dans le comptage des points des variétés de 
Shimura sur les corps finis. 

3.1. Stratification par la classe d'isogénie du groupe p-divisible 

Reprenons les notations globales du premier chapitre. 

Soit Skv = Skp XOEjy k où k désigne ici le corps résiduel de E,y. Soit A/ S le schéma 
abélien universel. 

Grâce au théorème de spécialisation des cristaux de Grothendieck généralisé dans 
[52], le schéma S est stratifiée par le polygone de Newton du cristal muni de structures 
additionnelles R^fcris*C>A- 

Plus précisément, si 6 G B{Gq^, ij,q^) 

S{b) = {XG S(k) I {Hi,cris{A:c, W(k)ii),F) ~ (% ® W(k)Q, h ® a)} 

(l'isomorphisme étant pris au sens des isocristaux munis de structures additionnelles). 
L'ensemble S{h) est l'ensemble des points géométriques sous-jacents à un sous-schéma 
localement fermé réduit de S encore noté S{b). On a la stratification 

S= ]J S{h) 

6e-B(GQj,,MQ^) 
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et si P est un polygone fixé 

II Sib) 

Newt{b)>P 

est fermé dans S. 

Deux strates se distinguent particulièrement : 

• la strate basique qui est fermée et est associée à la classe basique de B{Gqp, fj,Q^). 
Son polygone de Newton est maximal 

• la strate ^u-ordinaire associée à l'image via B{T) — > B{GiQjj) de 'jl^fr £ ^(^) de 
polygone de Newton minimal dans i?(GQj,, /Xq-). Elle est ouverte et dense dans S 
([58]) 

Citons : 

Conjecture 3.1.1. — On a l'équivalence suivante S{b) / <^ 5 G B{G,ii) 

(La conjecture est pour l'implication de la droite vers la gauche, l'implication de la 
gauche vers la droite étant la généralisation du théorème de Mazur). Il semble que des 
travaux récents de Rapoport et Kottwitz permettent de démontrer cette conjecture. Nous 
montrerons de tout façon plus tard que la strate basique est non vide, ce qui est suffisant 
pour les applications que nous avons en vue dans cette thèse. 



3.2. Uniformisation de Rapoport-Zink 

Fixons un point base x G S{k). Le théorème de Serre Tate permet d'uniformiser S 
"verticalement" au dessus de x c'est à dire sur un voisinage formel de x : 

jS^I^ ~ : { déformations par isomorphismes du groupe p-divisible muni de structures 

additionnelles }. 

Nous voulons uniformiser une plus grande partie de la strate qu'un point, c'est pourquoi 
on déforme le groupe p-divisible non plus par isomorphismes mais par quasi-isogénies 
grâce à l'espace A^(î'qp,6). 

Soit <j) la classe d'isogénie du triplet (,4a;, A, l) et 

7<^ = Aut(A,A, l) 

un groupe réductif sur Q. Notons b G -B(Gqj,, /Xq^) la classe associée k (j) et M = 
M.{'D(Qp,b) l'espace de Rapoport-Zink associé. 

A (j) est alors associé un ensemble S'((/>) de sous-schémas fermés projectifs de S{b)j. 
(confère le théorème 6.23 de [51] pour la définition de 5(^) oii cet ensemble est noté T) 
tel que 

S(4>){k) = {y G S{b){k) I la classe d'isogénie de {Ay, A, t) G ^ } 
Le théorème 6.23 de [51] affirme alors qu'il y a un isomorphisme de schémas formels 
sur SpfiO^) : 

e : I<^(Q)\ [m x G{AP)/Kp) ^ [Sk. ^j^Y^-^^^^^ 
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OÙ l'application d'uniformisation est définie en tordant le triplet (Ax, A, l) par une déformation 
par quasi-isogénie de A, i) et en tordant la structure de niveau rjP par un élément 

de G{^)/KP. 

L'action de I'^{<Q:) sur M. se fait à travers Jf, par action de I'^{<Q:) par quasi-isogénies 
sur (.4j;[p°°], A, l) ce qui donne une injection 

et sur G(A^) via l'action d'un élément de I'^{<Q) sur le module de Tate Hi{Ax,AFf) ce 
qui donne une injection 

Lorsque varie les différents isomorphismes d'uniformisation sont compatibles et 
commutent à l'action de G{Af) (et donc aux correspondances de Hecke hors p) en un 
sens évident. 

3.2.1. Quelques propriétés de l'isomorphisme d'uniformisation. — Soit {yi)iei 
un ensemble de représentants des orbites de I'^{Q) dans G{A^^) / , c'est à dire 

G(A^)/K^ = n7^(Q).y, 

Pour tout i G I notons Fj = Stabj^(^Q-^yi que l'on verra comme un sous-groupe de J^. 
L'isomorphisme d'uniformisation se récrit alors : 

Définition 3.2.1. — Appelons C l'ensemble des sous-groupes F c de la forme 
/"^(Q) n (Jb X KP) pour KP C G(A^) tel qu'il existe un 5 G G{AP),gKPg-^ soit suffi- 
samment petit. 

Les groupes F G C sont exactement les groupes Fj qui interviennent dans les mor- 
phismes d'uniformisation ci dessus lorsque RP et {yi)i varient. 

Lemme 3.2.2. — Les éléments de C vérifient : 

• Tout élément F dans C est discret sans torsion dans J^. 

• VFi,F2 G C T2 et F2 sont commensurables. 

• VA C Jft fini il existe F G C tel que T H A = 

Démonstration. — Le fait que F soit discret et sans torsion est démontré lors de la 
démonstration du théorème 6.23 de [51]. 

La commensurabilité résulte de la commensurabilité des RP C G(Ap compacts ou- 
verts. 

Quant à la dernière propriété, c'est une conséquence du fait que si i ^ p, /"^(Q) 
G{Qi) et G(Qi) est séparé au sens 011 pour tout sous-ensemble fini A de C G{Qi) il existe 
un sous-groupe ouvert de G(Q^) ne rencontrant pas A. □ 

Rappelons également : 
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Proposition 3.2.3 ([51]). — Pour tout ouvert quasicompact U dans A4, pour tout 
groupe T dans C, l'ensemble {7 G F | {7.7 Cl U ^ } est fini, et T \ {Id} n'a pas de 
point fixe dans M. 

Le groupe F agit donc en quelque sorte de façon proprement discontinue et sans points 
fixes sur Ai, comme c'est le cas pour les groupes arithmétiques uniformisant les points 
complexes des variétés de Shimura et agissant sur les domaines symétriques hermitiens 
X = G{R)/Koo. 

Corollaire 3.2.4- — Tout ouvert quasicompact U dans Ai est isomorphe au complété 
formel d'une variété quasi-projective sur le long d'un sous-schéma fermé de sa fibre 
spéciale. 

Démonstration. — D'après la proposition précédente et le lemme 3.2.2 il existe F G C 
tel que ^g eT C/.7 n ?7 = 0. 

On peut insérer F dans des (Fj)jg/ uniformisant S. Considérons alors le composé 

U^M^T\M^l[ r^M ^ S^^^^^ 
iei 

qui induit une immersion ouverte de U dans . L'ouvert U étant quasicompact, la 

fibre spéciale de l'ouvert de S^~, , image par ce composé ne rencontre qu'un nombre fini 

_ /S(<p) 

d'éléments de S{(p). Cet ouvert s'identifie donc au complété formel de S le long d'un 
ouvert d'une union finie d'éléments de S{(f)), i.e. un ouvert d'un fermé de S. Le schéma 
S étant quasiprojectif on en déduit le résultat. □ 



Corollaire 3.2.5. — Pour tout F élément de C le morphisme M. — > F\A^ est étale 
(i.e. adique et formellement étale) et le morphisme d'uniformisation est étale. 

Démonstration. — Il faut montrer que le morphisme Ai T\A4 est adique puisqu'il 
est clairement formellement étale. Il suffit de montrer que ce morphisme est adique en 
restriction à tout ouvert quasicompact de Ai. Soit U un ouvert quasicompact de Ai. 
Choisissons un sous groupe F' C F tel que F' G C et V7 G F' \ {Id} ^.U fl [/ = 0. 
Décomposons l'application U — > Ai /F en 

U c i . M ^ M/V 



TT 



M/T 
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Si l'on choisit V C T tel que T soit de la forme /«^(Q) n {Jb x RP) et F' de la forme 
n RP' pour RP' C RP, on a un diagramme commutatif 



M/r' ^-^ (5 



KP 



TT 



L'application de droite étant étale on en déduit que tt l'est. Le morphisme p o j étant 
une immersion ouverte cela conclu la démonstration. □ 

Lemme 3.2.6. — L'inclusion I'^{A^^) C G(Aj) est un homéomorphisme sur son image. 

Démonstration. — L'existence d'un isomorphisme àe B ® A^-modules symplectiques 

^:l/^A^^i^i(A,A^) 

implique que la IP structure sur G(Ap est la même que celle induite sur I'^{AF^). □ 

Remarque 3.2.7. — Se donner un isomorphisme r/ comme dans la démonstration précédente 
est plus fort que se donner \/i p un isomorphisme F <8) — > Hi{Ax,Qi)- C'est ce 
qui fait marcher le lemme précédent. 

Lemme 3.2.8. — Pour tout élément V dans C, le groupe T est cocompact dans /'^(Qp). 

Démonstration. — Le groupe réductif est anisotrope modulo son centre et /"^(M) 
est compact modulo son centre. On en déduit que si R' C I'^{Af) est un sous-groupe 
compact ouvert l'ensemble 

I'f'{Q)\I^{Af)/R' 

est fini. 

L'inclusion I^{Af) ■-^ Jf, x G(Ap étant continue, si R est un sous-groupe compact 
ouvert de Jb x G(Ap, le groupe R fl I'^{Af) est compact ouvert dans /"^(Aj). 

Si r est un élément de C, il existe un sous groupe compact ouvert R^ dans G(Ap tel 
que r = I^{Q) n RP. Si Rp est un sous-groupe compact ouvert de I'^{Qp) et si l'on pose 
R' = Rp.{R'P n /"^(Ap), alors l'inclusion 

T\I'^{qp)/R'p I'^{Q)\I'^{Af)/R' 

montre que l'ensemble de gauche est fini. □ 

3.2.2. Le cas de la strate basique. — Supposons dans cette section que b = bo est 

la classe basique de B{Gqj^, fi—). 
D'après [51] (6.34) on a alors : 

• L'ensemble {(j) \ b{(/)) = b^} est fini 

• V0 b[(j)) = bo, I'^ est une forme intérieure de G 

• /-^(Qp) = Jfe, ^ p I^{Qi) = G{Qe) et donc I'^{Af) = Jb x G(A^) (comme 
groupes topologiques d'après 3.2.6) 
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• /''''(M) est la forme intérieure compacte modulo le centre de G(M) 

• Le lemme 3.2.8 implique alors que VF € C F est cocompact dans 
Dans le cas (A) et (C) de [41] que nous considérons on a en fait mieux : 

Proposition 3.2.9 ([41], [51]). — Le nombre de classes d'isogénie (j) intervenant dans 

la strate basique est égal a \ ker^ (Q, G) \ . 

De plus, pour toutes ces classes d'iosgénie <j) les groupes I'^ sont isom^orphes sur Q et 
il existe des isomorphismes compatibles avec les isomorphismes I^{Af) ~ J5 x G(Ap. 

Démonstration. — Il résulte du lemme 6.28 de [51] que les classes d'isogénie de la strate 
basique sur un corps fini F^r sont associées à un même triplet (70, 7, ô) de [41]. Le reste 
de la proposition se déduit de [41]. □ 



Corollaire 3.2.10. — On a alors une uniformisation de la strate basique : 

>/S{bo) 



keri(Q,G) 

OÙ I'^{Q)\G{AP)/KP est fini. 

3.3. Uniformisation rigide 

Revenons au cas d'un b quelconque. 
Lemme 3.3.1. — Pour tout V dans C il y a un isomorphisme 

r\M'^" ^ (T\Mj 

Démonstration. — Si [/"est un ouvert quasicompact de M, soit F' < F, F' G C choisi tel 

que V7' G F' \ {Id} 7'.^/ n C/ = et tel que le morphisme F'\A^ T\M soit étale fini 

galoisien de groupe F/F'. 

Notons p' : M ^ F'\A^, p : M ^ T\M les projections eiV = p'^{p{U)) = U-^ert^-7- 
Etant donné que F' est d'indice fini dans F, p'iy) est quasicompact. Le morphisme 

p'{y) p{U) est galoisien de groupe F/F' ce qui implique que 

piUf^ = (F/F')V(F)"" 

De plus, p'iy) = T'\y au sens 011 p'iV) est le schéma formel recollé des {'~^.U)^^y le long 
des ^\.U P\^'^2-U pour 71,72 G F et 7' G F'. Donc p'(y)"" est l'espace analytique recollé 
des domaines analytiques fermés 7.C/"" le long des fermés analytiques 71.C/"" n7'72.C/"". 
Cela implique que F'V(y)"" = 
Au final, 

p{Uf'^ = (F/F')V(F)"" = (F/F')\(F'\F"") = F\T/"" 
Écrivant M. comme union croissante de tels U on obtient le résultat. □ 

Soit maintenant (p une classe d'isogénie comme dans la section 3.2 et S{(t)) la famille 
de sous-schémas fermés de 5^ associée. Notons S'^p le complété p-adique du schéma 
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Srp'XOe^ê ^^C\)KP l'espace analytique sur Ê associée à la variété algébrique ShcgKp'S) 
E. Il y a une immersion 

/ q/\ \an GV.'^^ 
WKP) ^ '^'^KpCq 

qui est un domaine analytique fermé égal à tout Sh^p^^^ lorsque S est propre ce qui est 
le cas si Ends (F) est une algèbre à division sur F ([42]). 
Le morphisme de spécialisation 

sp : {SÇ,,r Skp 

est défini sur ce domaine analytique. Si le schéma S n'est pas propre les points de 
Sh^p^^ \ {^kpY^'' se spécialisent sur le bord de la fibre spéciale d'une compactification de 
S. Dit en d'autres termes, les points géométriques de (•S'^p)"" sont les points géométriques 
X de Sh^p(^^ où la variété abélienne Ax muni de ses structures additionnelles a bonne 
réduction. 

Définition 3.3.2. — Nous noterons 

/ \an 
^^Zkp{^) = {^Skp)%^^ 

la fibre spéciale du schéma formel complété de S le long de S{(l)). 
C'est le tube au dessus de S{(j)) au sens suivant : 

'iZ e 5(0) {S^zT'^ = sp-^{Z) est un domaine analytique ouvert dans {S'^y . L'es- 
pace analytique Sh^pQ^icf)) est alors l'espace analytique recollé des ouverts sp~^{Z),Z G 
S{^) le long des sp-\Zi) n sp-^{Z2), ^1,^2 e 5((/>). On a donc que ShgJ^p(ç!)) est 
l'ouvert analytique de (S^)"" union des sp~^{Z),Z G S{4>)- 

Remarque 3.3.3. — En fait, on a mieux car les Z G 5(0) sont des variétés projectives 
et on en déduit que ShgJ^p((;/!)) n'est pas seulement ouvert dans {S^Y'^ mais aussi dans 

^"-CoKP- 

Remarque 3.3.4. — A part pour la strate basique, 

Il Shg;^p(</,)c.p-i(S(6)) 

4>,bi't>)=b 

Par exemple, un point de sp^^{S{b)) se spécialisant sur le point générique d'une compo- 
sante irréductible de S{b) n'appartient pas au membre de gauche pour b différent de la 
classe basique. 

Définition 3.3.5. — Si Kp C Cq, K = KpK^ nous noterons 

sh^-(</>) = n^;^p^^(Shg^^p(0)) 

un ouvert analytique de (Sh^)^"- 



On a alors le théorème suivant combiné de l'uniformisation formelle et du lemme 3.3.1 
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Théorème 3.3.6. — [51] Pour K = KpK^ variant il y a des isomorphisme compatibles 
d'espaces analytiques sur E 

iHQ)\ {Mk, X G{Aj)/KP) ^ Sht{ct>) 

Corollaire 3.3.7. — Pour tout Kp, Mkj, est un espace analytique quasi- algébrique 
(annexe F. 2.1). 

Corollaire 3.3.8. — Pour tout T dans C le morphisme Mk — ^ ^\M.K esi un iso- 
morphisme local d'espace analytiques. 

Démonstration. — Soit x G A^"". D'après le corollaire précédent, x possède une base 
de voisinages formée de domaines affinoïdes. De plus, si sp{x) G Z une composante 
irréductible de Al, Z"'"' est un voisinage de x vérifiant 

{7 G r I n Z""} est fini 

X possède donc une base de voisinages affinoïdes B tels que MV & B {7 G F | 'j.VCiV 7^ 0} 
soit fini. Rappelons également que F \ {Id} n'a pas de points fixes dans Ai"'^. 
Soit donc V e B fixé et 

{71, ■ ■ ■ , 7d} = {7 e F \ {Id} Ij.vnVj^iè} 

Alors, 

G {!,..., d} Pi Wn-/i.W = il) 

weB wcv 

car x n'est pas un point fixe de 7^. Par compacité des W ^ B, 

yi,3WieB, Win-fi.Wi = 9 

Alors, W' = PliLi est un domaine afîinoïde voisinage de x vérifiant V7 G F\{/d} W'Ci 
^.W' = $etW'^ F\A4"". □ 

Corollaire 3.3.9. — Le morphisme d'uniformisation 

Mk, x G(A^)/i^î' — > 5/1^" (0) 

est un isomorphisme local. 
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4.1. Suite spectrale de Cohomologie de Cech équivariante 

Nous adoptons les notations de l'appendice F sur la cohomologie £-adique des espaces 
analytiques. 

Soit k un corps value complet non archimédien. 

Définition — Nous dirons qu'un /^-espace analytique est de dimension finie sur 

k si dim(X) + cde{k) < +00. 

Proposition — Soit X un espace analytique de dimension finie sur k muni 

d'une action d'un groupe G à gauche, soit {Ui)i^i un recouvrement ouvert localement fini 
de X stable par l'action de G et soit T G k, — Tscjx^^ muni d'une action de G compatible 
à celle sur X. Il existe alors un complexe borné (2*) de faisceaux de A-modules sur X^t, 
muni d'une action de G (compatible à celle sur X) comme complexe de faisceaux, et un 
complexe double 

\a\ = -p+l 

OÙ U{a) = Ui, où C^'* — > (7Pi9+i esi induit par — '> I'^'^^, qui est muni d'une 

action de G via les morphismes 

ygeG gr- r,(c/(a),2:«) — . r,(f/(a).5, J") 
tel que la suite spectrale G équivariante associée à la filtration par les ligne soit 
EPi^CPi H^,{Uia),J^)^HP+iiX,J^) 

adi 
\a\ = -p+l 

OÙ l'action sur Hc^'^{X,J^) est celle induite par l'action de G sur T . 

Démonstration. — Par définition une action de G sur T est la donnée de morphismes 

se composant de façon naturelle : 
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et vérifiant = Id. De tels morphismes sont nécessairement des isomorphismes et 
ctg-i : {g~^)*J^ T est l'adjoint l'inverse de «g via l'égalité {g~^)*J^ = g,fT . 
Si U est un ouvert de X et g" un élément de G, le morphisme 

est défini de la façon suivante : a^-i définit par adjonction un morphisme u : T ^ 
{9~^)*^ et g\ est la composé 

Cela définit bien une action à gauche au sens où (5152)! = g\\gi\- 

Si X* est un complexe d'injectifs dans A — ^c/x^t représentant M7r*(F), l'action de 
G sur T induit une action de G sur Mtt* [T) dans T)^ (Xét , A) et donc une action sur le 
complexe X* à homotopie près au sens où V(7 € G on a un morphisme de complexes 

(ig : g*T* — > X' tel que /S^^gj homotopc à I3g,^ o ^g/^^i- 

Pour avoir une vraie action nous allons nous placer dans une catégorie de faisceaux 
plus petite. 

Définition 4-1 -3. — Si Y est un espace analytique muni d'une action de G, nous 
noterons A, — G — J^c/y.^, resp. A — G — J^c/y^^ la catégorie des faisceaux A-adiques, 
resp. de A-modules sur Y^t munis d'une action de G compatible à celle sur Y. Nous 
noterons £>(lét) A, — G), £>(yét) A — G) les catégories dérivées associées. 

Les catégories A, — G — Jîic/y^^ et A — G — Jic/y^^ sont des catégories abéliennes A 
linéaires. Si l'action de G sur Y est triviale, elles coïncident avec A, [G] — J-sc/y^^, resp. 
A[G] — J^sc/y^^, les catégories de faisceaux de A[r]-modules. 



Définition 4-1 •4- — Notons 

t. : A, - G - Jsc/y,^ ^ k,-J^C/y^ 
i-.k-G-J^C/y.^ ^ A-^C/y,^ 

les plongements canoniques, et 

TT* : A, — G — ^C/y^^ > K — G — Ts,Cjy^^ 

{^n)n I ^ lim J^n 

Lemme 4-1-5. — Les catégories A., — G — J^scjy.^ et k — G — J^scjy^^ possèdent suffisam- 
ment d'injectifs, les Joncteurs i, et i sont exactes et envoient suffisamment d'injectifs 
sur des injectifs. 

Démonstration. — Les foncteurs t, et l possèdent un adjoint à droite : 

g ^ indfg = H g*g 

Soit alors Tl un objet de A, — G — J-sc/y.^ (resp. de A — G — .7-sc/y^^). Si i.{Ti.) ^ X où X 
est un injectif (resp. i,H ^ X), on a une injection H ^ Indf{X) et le membre de droite 
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est un injectif puisque Indf possède un adjoint à gauche. On en déduit que nos deux 
catégories possèdent suffisamment d'injectifs. De plus i{Indf{I)) (resp. it{Indf (Z))) est 
un injectif et donc tout objet de l'une de nos deux catégories se plonge dans un injectif 
d'image un objet injectif par l (resp. u), d'oià la seconde assertion. □ 

Lemme 4-1 •6. — On a une égalité 

i o Mvf * = Mvr^, o 

Démonstration. — Cela résulte de l'égalité t o tt* = tt* o , du lemme précédent et de 
l'exactitude de i. □ 

Appliquons maintenant cela à JT g A, — G — J^c jx^^ '■ 

Il existe donc un complexe d'injectifs I* dans A — J^cjx^^ où T'^ = pour g << et X* 
est muni d'une action de G tel que I' ~ M7r*(.F) comme objets de la catégorie dérivée 
munis d'une action de G. 

Rappelons que MFc = MPiolRTr* (lemme F. 1.5) et que donc la cohomologie du complexe 
de A[G]-modulcs Tc{X,T') calcule H'{X(,t,T) muni de son action de G. 

X étant de dimension finie sur k, i7"(A, JF) = pour n » et donc, quitte à rem- 
placer Z* par T<d^* pour d >> on peut supposer que le complexe Z' est borné. 



Lemme 4-i-7. — Si f : U — > X est étale, la cohomologie du complexe Tc{U,Z*jj) 
calcule H*{U,J^\jj). C'est en particulier le cas si U est un ouvert de X. 

Démonstration. — Nous noterons 

/* : A. - J^c/x,, — ^ A. - -^c/y^^ 

{Gn)n ' ^ {î*Qn)n 

qui est exact et possède un adjoint à gauche {{Gn))n ' — ^ {f\Gn)n- 

TT^o/* = /*o7r*, doncM7r*o/* = /*oM7r*. □ 

Nous pouvons maintenant appliquer SGAIV,XVII 6.2.10 pour obtenir des résolutions 
simpliciales : 

V«<0 J*''^ = Ca^e^Z'^^Z" 

aCI 
|a|=-»+l 

OÙ ea ■ U{a) ^ X. Ces résolutions simpliciales sont celles associées au couple de fonc- 
teurs adjoints : 



où j : Ujg/ Ui ^ X (confère [31] par exemple). 

J** est un complexe double muni d'une action de G : 



et 



JP,q 



aCI 
\a\ = -p+l 
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et l'action de G se décompose sur les composantes en des morphismes 

V^eG g*jP'l^jP'i 

Le complexe double 

C7^'^ = r,(x,jî'.«)= rmc^),ijuia)) 



aCI 
|a| = -p+l 



convient alors car d'après le lemme 4.1.7 on a 



aCI 
|a| = -p+l 



□ 



On peut montrer (nous n'aurons pas besoin de cette proposition) en utilisant des 
résolutions par des faisceaux discrets comme dans [24] : 

Proposition — Sous les mêmes hypothèses que précédemment, supposons de 

plus X quasi- algébrique, T localement constant, Vi Ui est un ouvert distingué et V action 
de G sur X est continue. On peut alors trouver un complexe double comme précédemment : 

a(ZI 
\a\ = -p+l 

tel que \la Ca'^ soit un StaboiU (a)) -module lisse. 



4.2. Suite spectrale pour l'action d'un groupe discret 

Soit X un espace analytique de dimension finie sur k, T un groupe discret agissant sur 
X de telle manière que Wx E X 3U un voisinage de x tel que V7 G F \ {Id} j.U HU = 
0. Le faisceau T\X sur le grand site étale de k est alors représentable par un espace 
analytique obtenu par recollement de tels ouverts (utiliser [2] 1.3.2,1.3.3). 

Soit une extension de degré fini L\Qi, V un L-espace vectoriel de dimension finie et 
p : r — > GL(V^) une représentation continue pour F muni de la topologie profinie et 
GL(V^) de la topologie £-adique. 

Le morphisme p : X — > T\X étant un isomorphisme local il est associé à /? un faisceau 
étale L-adique localement constant J^p sur T\X : si M C est un O^, réseau stable 
par F, Vn Pn — > GL^M/w^M) se factorise par un sous-groupe d'indice fini F„ < F 
et J^p = {Tn)n ®Ol ^ -^n est trivial sur F„\X (qui est étale fini au dessus de F\X) 
associé à la représentation 

7rr(F\X) F„\F GL(M/ro£M) 



Théorème 4-2.1. — 1. Soit T un faisceau L-adique étale sur r\X. Il y a une suite 
spectrale convergente 

= Ext^ {H-i{X,p*J^), 1) ^ iï-(î'+9)(F\X, JP)* 
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2. Il y a une suite spectrale convergente 

= Extf {H-iiX,L),p) =^ H-(^+i\T\X,J^,r 

Démonstration. — Commençons par remarque que 2) se déduit de 1). En effet, il y a un 
isomorphisme de faisceaux munis d'une action de F 

où V_p désigne le faisceau constant muni de l'action de F via p. Donc 

H-i{X,p*J^)c^H~iiX,L)^p 

comme F-modules. Si M et A?" sont deux L[F]-modules il y a une formule d'adjonction 
(puisque L est un corps) 

Ext^(M p, AT) ~ Ext^(M, p (g) AT) 
Qui montre donc que 1) implique 2). 

Passons donc maintenant à la démonstration de 1). 

La démonstration consiste à écrire un complexe de cohomologic de Cech à support 
compact dont la coliomologie calcule la cohomologie à support compact de X à coeffi- 
cients dans p*J^ dans la catégorie dérivée bornée des complexes de L[F] modules, et à 
identifier l'image par le foncteur MHomr(«, 1) de cet objet avec le dual d'un complexe 
de cohomologie de Cech à support compact dont la cohomologie est la cohomologie à 
support compact de r\X à coefficients dans J^. 

Soit {Ui)i^i un recouvrement ouvert de X par des ouverts vérifiant 

Vi + jUi + Uj et V7 G F \ {Id} [/,.7 n C/i = 

Nous travaillerons parfois directement avec des faisceaux L-adiques et des faisceaux 
de L-modules pour ne pas alourdir les notations. Le lecteur effrayé pourra travailler avec 
des faisceaux Ol adiques comme précédemment et tensoriser par L dès qu'il verra un 
H-. 

Soit G £ Ol» — J^sc/x^^ tel que F = G ® L. Considérons 

M7r,Ê?GB+((F\X)ét,OL) 

et soit T' un complexe de faisceaux de L- modules injectifs représentant (Rvr^^?) $5 L. 
Tronquons T' de telle manière que si l'on note encore X* le tronqué, la cohomologie 
du complexe V\iT\X,X*) calcule HliT\X,J^). p étant étale, p*X' est un complexe de 
L-modules injectifs qui est muni d'une action de F. De plus, d'après la démonstration 
du lemme 4.1.7 

oir rappelons que tt est l'équivalent de tt mais pour les faisceaux munis d'une action de F 
compatible à celle sur X. Donc, la cohomologie du complexe T\{X,p*I*) muni de l'action 
de F déduite de celle sur p*I' calcule H*{X,p*J^) comme F- module. 
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Considérons le complexe double de cohomologie de Cech à support compact (confère 
la démonstration de 4.1.2) associé à p*X' et au recouvrement (C/î.7)îg/^-ygr de X : 

CV^i = r,(i7(a),/X'^) 



aC-Txr 
|a| = -p+l 



ou 

Le groupe F opère sur C" via les morphismes 

V7 G r Ti{U{a),p*I'i) r!([/(7.a),X«) 

011 pour un 7 l'application a ^ 7.0 est définie grâce à l'hypothèse Vz j Ui ^ Uj. 
On a alors l'isomorphisme de F-modulc 

Posons pour un entier p 

Vp = {aCl xr\\a\ = -p + l} 

sur lequel F agit à gauche via la seconde composante. Remarquons maintenant : 
Identité fondamentale : 

CP'i= c-lnd\ri{U{a),p*Ii) 

âer\Vp 

Il résulte de cette identité que Tot®C" est un complexe de projectifs dans la catégorie 
des L[F]-modules et que donc, si F désigne le foncteur contravariant exact à gauche 
Homr(-, 1), 

M"F(Tot®C") ~ iï-"(F(Tot®C")) 

oii W^F désigne l'hypercohomologie de F. Quant à la seconde suite spectrale d'hyperco- 
homologie elle donne : 

= RP F {H-1 {Tôt® C")) =^ W+iF(Tot®C**) 

or, on sait déjà que 

RP Fi RI {Tôt® C")) = Ext/* {H~'^{X, L), l) 
Il reste donc à montrer que H "{F {Tôt® C")) ~ H^{T\X,J^). 

Le complexe F{Tot®'C*') est le complexe simple associé au complexe double Homr(C**, 1). 
Montrons que Homr(C**, 1) est isomorphe au dual du complexe double de cohomolo- 
gie de Cech à support compact associé à I' et au recouvrement {p{Ui))i^i de T\X qui 
calcule Hl{T\X,T), ce qui conclura. 

Notons Cp un ensemble de représentants de Vp modulo F. D'après l'identité fonda- 
mentale et la réciprocité de Probenius pour les induites compactes 

HompCCî^'^l) = j F!(?7(a),p*X<') 

\aeCp 
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C'est le complexe double associé au complexe de complexes cosimpliciaux dual du com- 
plexe de complexes sipmliciaux associé aux applications 

Va € Cp+iV/3 G Cp : r!(C/(a),/X^) V^XU{l3),p*I'') 

où fa, 13 = 7! s'il existe 7 € F 7.0; C /? et fa^fj = sinon. 

Le complexe de cohomologie de Cech à support compact associé à I' et {p{Ui))i^i 
est : 

r, [f|p(c/,),T« 

l/3|=-p+l \ 

On vérifie en utilisant que Vi V7 G F \ {Id} Ui.'j nUi = $ que si 

Ç:Cp ^ {/3c/| |/3| = -p + l} 
{(îo,7o),---,(î-p,7-p)} ' — ^ {îo,---,î-p} 



alors, 



et que donc 



î(a)=/3 



or P|[/(a) • — ^p{U{a)) et donc 

F!(KC/(a)),T-)^F,(C/(a),p*X-) 

d'oii l'isomorphisme 

Homr(C*'', 1) ~ B*'' 

(on vérifie facilement, par exemple au niveau des complexes simpliciaux, que les appli- 
cations de bord sont les mêmes) □ 

Remarque 4-2.2. — {Indépendance du choix du recouvrement) 

La suite spectrale construite dans le théorème précédent semble à priori dépendre du 
choix d'un recouvrement iUiji^i de X vérifiant G I V7 € F \ {Id} Ui n 7.C/j = 0. Si 
U désigne un tel recouvrement notons Er'^{U) la suite spectrale associée. Si et V sont 
deux tels recouvrements on peut toujours trouver un troisième recouvrement W plus fin 
que U eiW vérifiant ces hypothèses. Si de plus V est plus fin que il a un isomorphisme 
de suites spectrales (pour r > 2) 

associé (il s'agit d'un morphisme naturel défini au niveau des complexes de cohomologie 
de Cech à support compact qui induit un isomorphisme puisque c'est le cas au niveau des 

£'2'^)- Ces isomorphismes se composent de façon naturel. On a donc un système inductif 
de suites spectrales {Elr'^{U))u où lA parcourt des recouvrements vérifiant les hypothèses 
ci dessus et 011 Z// < V si V est plus fin que U. Les morphismes de transition sont des 
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isomorphismes et si l'on veut une définition canonique ne dépendant pas du choix d'un 
recouvrement on peut poser 

EP^= Hm EP'i{U) 
u 

Remarque 4-2.3. — La suite spectrale est naturelle en X,T,p au sens suivant : si 
X', T', p' vérifient les mêmes hypothèses que X, F, p et si 

f:X^X', g-.r^T' 

où f est étale fini et g un morphisme de groupe sont tels que 

V7 G r Vx G X f{x.j) = f{x).g{-f) 

et 

p = p'og 

alors, il y a un morphisme induit :/ : X/T — > X'/T' qui induit un morphisme f*J-'p' — > 
Tp qui induit un morphisme *^ : Hc^^^'^\x' /V ,T^y — > Hc^^^'^\x /V , Tpf . 

Il y a alors un morphisme de suite spectrales Ef'^ [X\T' , p') — > E?''^{X,'r, p) qui 
induit sur la limite */; et tel que le morphisme sur les E2'' soit le morphisme 

Ext^,iH-'i{X',L),p') EKt^{H~i{X,L),p) 

qui se déduit des deux applications f\ : Hc{X, L) — > Hc{X', L) et p' — > p par foncto- 
rialité des Ext. 

Ces morphismes de suites spectrales se composent naturellement au sens oii l'applica- 
tion (X, r, p) I— > Er"^ est un foncteur de la catégorie des triplets vérifiant les hypothèses 
ci dessus et munis de morphismes du type de ceux ci dessus dans la catégorie des suites 
spectrales. 

Nous utiliserons en fait la variante suivante du théorème précédent : 

Théorème 4-2-4- — Sous les hypothèses précédentes, il y a une suite spectrale Gal{k\k) 
équivariante 

El'' = Ex^{H-'i{X®uk),p) =^ H-^P+i\T\X®kkj^pY 

Démonstration. — Reprenons les notations de la démonstration du théorème précédent. 
Appliquons la démonstration de ce théorème au recouvrement {Ui®k)i^i de X^k et au 
complexes de faisceaux obtenus à partir de T* par pull-back vers X^jjz. L'équivariance 
de la suite spectrale obtenue ne pose alors pas de problème. □ 

Les remarques 4.2.2 et 4.2.3 s'appliquent bien siir également au théorème 4.2.4. 

Variantes 4-2-5. — • Au lieu de nous placer dans le cadre des coefficients i-adiques 
considérons des coefficients. La démonstration précédente s'adapte aussitôt (et 
est même plus simple puisqu'on n'a pas besoin d'utiliser la machinerie du foncteur 

MtTs^J pour montrer l'existence d'une suite spectrale du même type. Le point clef 
étant de remarquer que si M est un F^- espace vectoriel alors c — Ind\M est un 
T -module projectif, comme c'était le cas pour les L coefficients. 
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• Par contre, si l'on prend comme coefficients un anneau artinien local R de corps 
résiduel un corps de caractéristique l, la démonstration ne marche pas en général 
puisque les Hc{Ui, R) ne sont pas forcément des R-modules projectifs et les induites 
compactes de ces R-modules ne sont donc pas forcément des T-modules projectifs. 
La démonstration marche encore si tout point de X possède une base de voisinages 
formée d'ouverts U vérifiant H*(U,R) est un R-module libre. 

4.3. Une suite spectrale de Hochschild-Serre pour l'uniformisation de Rapoport- 
Zink 

La suite spectrale établie dans cette section n'est pas seulement valable dans le cadre 
des variétés de Shimura de type P.E.L. considérées dans la première partie mais pour 
n'importe quelle variété de Shimura possédant une uniformisation par des espaces rigides 
"raisonnables" . 

4.3.1. Spéculations. — L'idée de l'existence d'une suite spectrale telle qu'elle est 
énoncée dans le théorème qui suit est due à Michael Harris ([23] ). Dans [23] M.Harris 
démontre l'existence de cette suite spectrale dans le cas de l'espace de Drinfeld unifor- 
misant des variétés de Shimura différentes des nôtres. Néanmoins, la démonstration que 
nous allons donner s'applique à n'importe quel type d'uniformisation. 

Reprenons les notations globales du premier chapitre. Soit donc b G /Xq^) et cp 

une classe d'isogénie associée à b. 

Définition 4-3.1. — 

G^(A^) = Jb X G{AP) 

Il y a donc une inclusion 

via l'action d'un automorphisme de sur l'homologie cristalline en p et £-adique pour 

l^p. 

Il y a alors des isomorphismcs lorsque K = KpK^ varie 

/'^(Q)\ (Mk, X G(Ap/i^î') ^ (Mk, X 7<^(Q)\G<^(A/)/Kf) /J, 

où, contrairement au membre de gauche, agit à droite sur Mxp dans le membre de 
droite. Récrivons donc l'isomorphisme d'uniformisation rigide sous la forme 

(^Mk, X /^Q)\G^Ay)/i^î') /Jfe ^ Shf^(<^) 

De ce point de vue là, l'uniformisation de Rapoport-Zink est une uniformisation p-adique. 

Pour simplifier supposons que p = 1. Supposons l'existence d'une suite spectrale du 
type Hochschild-Serre associée au quotient p-adique précédent : 

= ExtJ^_,,,, {H-'^iMK, X i'^iq)\G't'iAf)/KPM), i) =^ H-(p+^\sh'^£i<p)Mr 
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Alors, 

comme J^-module. Et donc, 

/ \ 



i^c'(A^i^„Q^),Hom(J'^(Q)\G^A^),Q,)^Ji,,, 
. ' 



OÙ J^l est un espace de "formes automorphes sur " de type 1 à l'infini. 

Le théorème qui suit donne une démonstration de ces spéculations. La démonstration 
que nous donnons est valable dans un cadre beaucoup plus général que celui des variétés 
de Shimura que nous considérons (par exemple dans le cadre de la conjecture 4.2 de 
[25]). Elle est différente de celle de [23] qui ne se généralise pas au cadre général. 

4.3.2. La suite spectrale. — Rappelons que nous notons 

Fixons h G B{Gq^, fj,Q^) et (j) une classe d'isogénie dans la strate indexée par b (confère 
le chapitre 3). 

Nous allons définir un espace de formes automorphes sur G'^{Af). 
Définition 4.3.2. — = {f : ^^(A/) — ^ Vp \ f est ^^(A/) lisse à droite et 

yj&iHQ) /(7«) = p(7)-/(«)} 

Pour 7 G /'^(Q),p(7) signifie que 7 est vu comme un élément de G(Q^) via /"^(Q) ^ 

G{Qe) G{We)- 

Via l'isomorphisme fixé C on a 

Ai = {f: Gf'iAf) ^Vp\f est lisse et V7 G I^Q) fM = P(7)-/(*)} 

où ici p(7) est défini via /"^(Q) ^ /"^(C) ^ G{C). 

Af est 1 'espace des "formes automorphes sur G"^" de type p à l'infini. Il est muni d'une 

action lisse de G'^(Aj) par translations à droite. 

Si RP C G(Ap C G'^(Aj) nous noterons (Ap)^^ l'espace des formes invariantes par 
i.e. de niveau inférieur à K^. 

Remarque 4-3.3. — Soit A{I'^)p l'espace des formes automorphes sur l't' se transfor- 
mant via P|/0(]R) à l'infini. Il y a alors un isomorphisme 

Ai c Indf,l^f^A{lt>)p 

où Ind désigne l'induite lisse. 

Soit N = dim(A^"'*) = dim(Sh). Soit K = KpRP un niveau. 
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Définition 4- 3 -4- — Posons 

i/-(Sh^"(0),£p) = Hl^-{^\i-^{ct^),C^n-N) 
Le dual de Poincaré algébrique. 

Remarque 4-3.5. — Cette définition est complètement formelle puisqu'à part pour la 

strate basique, ces espaces de cohomologic sont de dimension infinie. 

Néanmoins, dans le cas de la strate basique, ces groupes peuvent s'interpréter comme 
l'aboutissement d'une suite spectrale des cycles évanescents £-adique (II. 6. 9. 4) 

Théorème 4 •3. 6. — Il y a un système compatible de suites spectrales G{Af) x We^ 

équivariant 

El\K,Kn = Q^)(iV), {Atf') =^ HP+^{ShT{'P),C';r) 

Quelques remarques s'imposent avant la démonstration : G{Af) = G{Qp) x G(Aj) et 
V^' G G{Qp) il y a un morphisme 

qui induit par fonctorialité des Ext un morphisme E2'^{KpKP) E2^{g~^KpgKP). 
Dire que la suite spectrale est G(Qp) équivariante signifie que ce morphisme est le mor- 
phisme associé au niveau des groupes E^f* à un morphisme de suites spectrales 

EPiiKpKP) ^ EPi{g-^KpgKP) 

qui induit dans la limite le morphisme usuel 

HP+liShKicP),^^^) HP+liS^-.Kgick^C^;) 

Cela signifie également que ces morphismes de suites spectrales se composent de façon 
naturelle. De même, G(Ap opère sur et donc induit un morphisme pour g G G(Ap 

qui induit le morphisme E2^{K) — > E2'{Kpg~^KPg). La G(Ap équivariance est alors 
prise au même sens que pour G(Qp). Quant à l'action de We^ elle se fait sur chaque 
E'2^{K) et ne pose pas de problème d'interprétation. 

Reste à expliquer ce que l'on appelle système compatible. Soient donc K'^ C Kp et 
RP' C KP. La compatibilité signifie qu'il y a un morphisme de suites spectrales 

EPi{K') EP'i{K) 

qui est induit au niveau des termes £'2'' par les morphismes Jj, équivariants 

et l'inclusion 

(Atr - {Atr' 

couplés à la fonctorialité de Ext. Bien sûr, ces morphismes de transition sont compatibles 
à l'action de G(A/) x We^- 
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Démonstration. — Prenons les notations suivantes pour l'uniformisation rigide : 

e : /'^(Q)\ (^Mk, X G(Ap/Kî') ^ Shf{(f>) 
Soient {yi)i£i des éléments de G{A^j,)/KP vérifiant 

G(A^)/Kï' = n/^(Q).y, 

et notons povir tout i dans / Fj = S'ta6j<,içQ-)(y.j). Nous verrons les groupes Ti comme 
des sous-groupes de via le plongement I'^{Q) ^ Ji,. A un tel choix est associé un 
isomorphisme 

Notons Pi : Ti — > GLiVp) le morphisme continu (pour Fj muni de la topologie profinie 
et Vp la topologie £-adique) défini par le composé 

Ti ^ /^Q) ^ cm — ^ GL(F^) 

Lemme 4-3-7. — 

=11 -^P^ 
iei 

où J^p^ est le système local associé à pi (cf. le début de la section 4-^)- 

Démonstration. — Il suffit de regarder ce que donne une variation du niveau à droite 
sur la décomposition de gauche. □ 

Nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants : 

Lemme 4-3.8. — Soiti G I. Soient tti une représentation lisse de Jh et 772 une représentation 
lisse de Ti. 

Ext\_iisse{T^lJnd^^\-ÏÏ2) ^ Ext* {tti, 772) 

où les induites Ind sont des induites lisses. 

Démonstration. — Cela résulte de la réciprocité de Frobenius usuelle pour les groupes 
^>adiques et de ce que Fj étant discret, Extr^ -Usse = Extr^. □ 

Lemme 4-3 -9. — Soient vr et {pi)iei des représentations lisses de J},. Il y a un isomor- 
phisme canonique : 

(\ lisse 
Wpi] ) 
iei J 

où (Yli Pif^^^^ est la partie lisse de la représentation produit. 
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Démonstration. — Soit P, -» tt une résolution projective de tt dans la catégorie des 
Jft-modules lisses. 



HP l Rom j,{P',IIp,) 



or Homjj,(P', Hig/ Pi) = Homjj,(P*, (Hie/ Pif^^^^) car P* étant lisse l'image d'un mor- 
phisme de J^-module dans W^Pi atterrit dans (HiPi) 



lisse\ 

lisse 

D'oii le résultat. □ 



Pour i G / nous considérons la suite spectrale du théorème 4.2.4 (rappelons qu'a fin 
de ne pas alourdir les notations on ne note pas les extensions des scalaires à Cp) : 

Le produit de ces suites spectrales est une suite spectrale convergente 

içl içl 

L'aboutissement de cette suite spectrale se récrit 

i&I iel i&I 

Quant aux premiers termes, grâce au lemme 4.3.8 

Vi eiyp,q E^tl{H-''{MK,M),Pi) - E^tp^^_,,^jH-''iMK,M)M4lPi) 
et donc grâce au lemme 4.3.9 

(/ \ lisse ^ 

H-^MK,,Wi),\llP^j 

L'ingrédient suivant est le lemme 
Lemme 4-3.10. — Il y a un isomorphisme de Ji,-modules 

(\ lisse 
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Démonstration. — Définissons C(y^)^■ Soit {fi)i£i G Wil^d^^pi. On a donc, Mi £ I fi : 
Jb — > Vp et est tel que V7 G /i(7») = Ptil) ■ fi{») ■ Définissons / = C{y,),i{fi)i) ■ 

lAppj s'identifie aux fonctions de Jh x G{PJ'j) / K'^ à valeurs dans Vp se transformant 

via/? par l'action à gauche de /'^(Q). Soit (a, 6) G JbxG{A^f)/KP. 3li G / 37 G /"^(Q) 6 = 
7.1/1. Posons alors 

/(a,6) = p(7)./.(7-M 
/(a, 6) est bien défini car si 6 = j'.yi où 7' G /''^(Q) alors 7'~^7 G Tj et donc 

p(7')-/^(7'"'a)) = pil').Mh'-\h-'a) 

= p{i)pi{l''^l)fi{l~^a) = p{l)fi{T^a) 

Par définition de /, V7 G /"^(Q) /(7») = p{^).f{»). La lissité de / est claire quant à 
l'action de G(Ap puisqu'elle est invariante par K^, quant à la lissité vis à vis de l'action 
de Jb elle résulte de l'existence d'un sous-groupe compact ouvert C dans vérifiant 
VcgCVzG/ /,(.c) = /,(.). 

Définissons l'inverse de Qj/i),- Si / G f^p j , f : x G{ÂF^)/K'p — > Vp, pour un i 
dans / et a dans posons 

fi{o) = fia,yi) 

f '-^ {fi)i est bien l'inverse de C{yi)i- ^ 
On obtient donc au final une suite spectrale We^ équivariante 

011 £^2^((yi)i) et l'aboutissement ne dépendent pas du choix (yj), mais 011 les autres termes 
en dépendent à priori. 

La suite spectrale annoncée s'obtient en translatant verticalement cette suite spectrale 
de 2N et en la tordant par Q^(— AT). 

Montrons qu'en fait cette suite spectrale est indépendante du choix des {yi)i au sens 
suivant : 

Lemme 4-3.11. — Supposons choisis des {y'j)jeJ-, v'j £ G!{Af)/ tels que 



GiAf)/KP = l[l'^iQ)4 



Il y alors un isomorphisme naturel de suites spectrales Ef'^{{yi)i) E?'^({yj)j) induisant 
l'identité sur E^'^ et l'aboutissement : 

El\{y,),a)=Extl_,^^^SHc\MK,M)Mtf'')^^ 



Id 



Id 



E^,%iy',),ej)=Extl_i^^jH-'^iMK,,qi), {Aff') ^i/-(P+^)(5/i^"(0), £,) 
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La naturalité étant prise au sens où si l'on fait un troisième choix {y'l)k comme ci 
dessus le morphisme de suites spectrales Er'^{{yi)i) —>■ Er'^{(y'^)k) est le composé de 
E?\{y,),) ^ Eï\{y'^),) et E?\iy'^),) E^r\{xl)u) 

Démonstration. — Quitte à réindexer on peut supposer que J = I et que \/i € I y[ E 
).yi. Fixons pour tout i dans / un 7j dans I'^{Q) vérifiant = ^i-yi- On a donc 

Vz G 7 r- = Stahi4,tQ)y[ = ^iTa~'^ 



On définit comme précédemment p[. Notons pour tout i dans / Er'^{i)' la suite spectrale 
associée à {Mxp.^'i, p'i)- 

Considérons l'isomorphisme de suites spectrales associé au morphisme de triplcts 
(X, r, p) — > (X', r', p') par la remarque 4.2.3 oùX = X' = AiRp, le morphisme X ^ X' 
est l'action de 7^ G Jb, T = Ti,r' = T'- et le morphisme de groupes F ^ F' est la conju- 
gaison par 7~^, et le morphisme p — > p' o int -1 est la conjugaison par p{ji). A un tel 

'i 

choix de (71)1 est donc associé un isomorphisme de suites spectrales 



a 



(7i)i 

Le morphisme «(-yj); induit au niveau des E'f'^ un morphisme 

qui se décrit en utilisant la fonctorialité de Ext. 

Le produit de ces isomorphismes de suites spectrales induit un isomorphisme de suites 
spectrales convergentes 

Rappelons qu'au choix des j/j on a associé deux isomorphismes 



et 



Il en est de même pour y'-. On en déduit l'existence de l'isomorphisme de suites spectrales 
annoncé. 

Afin de montrer que ce morphisme induit bien l'identité sur les termes associés à r = 2 
il faut montrer le lemme suivant 
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Lemme 4-3-12. — Les diagrammes suivants commutent : 




Démonstration. 
commute : 



Pour le deuxième diagramme c'est clair puisque le diagramme suivant 
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Quant au premier cela se ramène aisément (il suffit de suivre les différents isomorphismes) 
à montrer que le diagramme suivant commute : 

Indi Pi 




KP 




où Ai : Ind^ pi IndLp'^ est induit par (int^., p(7i)) : {Ti,Pi) 
tativité est laissée au lecteur. 



(r^,p^). La commu- 
□ 



Remarquons que l'isomorphisme de suites spectrales ainsi construit dépend du choix 
des 7i qui ne sont pas uniques. Néanmoins, si l'on fait un autre choix de ji l'isomorphisme 
de suites spectrales induit encore l'identité sur le premier terme de la suite spectrale. 
Or deux morphismes de suites spectrales coïncidant sur les termes £^2* coïncident. L'iso- 
morphisme ne dépend donc pas du choix des 7^. 

Finalement il reste à vérifier la naturalité des morphismes de suites spectrales construits 
mais cela est clair par le même argument que précédemment puisque sur les termes £^2' 
tous donnent l'identité. Cela finit la démonstration de l'indépendance des du choix des 
Vi- □ 

Afin d'avoir une définition intrinsèque ne dépendant pas du choix des {yi)i nous po- 
serons 

EPI = hm EPi{{yi)i) 
{yi)i 

ovi les isomorphismes de transition sont les isomorphismes construits dans le lemme 
4.3.11. Il résulte également de ce lemme qu'il y a un isomorphisme 



Reste à vérifier l'équivariance de la suite spectrale. 

Nous allons faire varier le groupe K = KpK^, c'est pourquoi nous préciserons les 
notations précédentes en notant 

la suite spectrale notée auparavant Er'^{i), 
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la suite spectrale construite précédemment associée à des {yi)i vérifiant 

iei 

et 

EPiiK)= Hm EP'iiK,{y,),) 
Si 

Commençons par la G(Qp) cquivariance. Soit g G G{Qp) et {yi)i^i. Puisque l'action 
de G(Qp) commute à celle de J^, pour tout i dans / induit un isomorphisme de 
triplet (4.2.3) 

{Mg-iKpg,Ti,pi) {MK^,Ti,pi) 

d'oii d'après la remarque 4.2.3 un isomorphisme de suites spectrales 

EP'i{K,,yi) ^ EP'i{g-^Kpg,yi) 

qui induit le morphisme annoncé sur les termes E^^, c'est à dire le transposé du mor- 
phisme 

Prenant le produit de ces morphismes lorsque i varie on obtient un isomorphisme 

E^\K, (y,),) ^ EP^ig-'KpgKP, {y,),) 
Si de plus on fait un autre choix de {yl)i, le diagramme suivant est commutatif 

EP'^iK,{yi)i) ^ EPi{g-'KpgKP,{yi)i) 



EPi{K, {y[),) ^ EP'^ig-'KpgKP, {y[),) 

où les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.3.11. En effet, ce 
diagramme de suites spectrales commute au niveau des termes £^2*, il commute donc. 
On en déduit en prenant la limite un isomorphisme 

EP<i{K) ^ EPi{g-^KpgKP) 

Passons à la G(A^) équivariance. Soit donc g G G(Ap et {yi)i comme précédemment. 
g induit un isomorphisme 

a:G{APf)/KP ^ G{A^^)/{g-^KPg) 

xRP ^ xg{g-^KPg) 

a commute à l'action de /^(Q) et donc, comme {yi)i est tel que 

G{Aj)/KP = l[l^iQ).y, 
iei 

alors 

G{A'})/{g-'KPg) = l[l'i'iQ).a{y,) 
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Remarquons que pour i & I = Stabj^^^Q-^yi = Stabi^(^Q-^a{yi). Il y a donc des égalités 

EP'i{K, y,) = EP\Kpg-'KPg, «(y,)) 

Prenant le produit sur i on obtient l'égalité 

EPi{K, (y,),) = E?i{Kpg-'KPg, («(y,)),) 

Pour montrer que ce morphisme induit bien l'application attendue sur les termes E'f^ il 
faut montrer le lemme suivant dont la démonstration ne pose aucun problème 

Lemme 4-3.13. — Le diagramme suivant commute 



où l'application verticale de gauche est induite par la translation d'une fonction de Ap 
par g. 

Si maintenant (y^i est un autre choix, le diagramme suivant commute 

EPi{K,{yi),) ^ Ef!'^{Kp9-'KPg, (a(y,)),) 



EPi{K,(jj',),) ^ EP^{Kpg-^K^g,{a{y':)),) 

où les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.3.11. En effet, il 
résulte de la commutativité du diagramme précédent que ce diagramme commute au 
niveau des termes E'f*. Il commute donc. Passant à la limite on obtient donc un isomor- 
phisme 

EP<^{K) ^ EP^iKpg-'K^g) 

Passons maintenant à la compatibilité lorsque K varie. Soit donc K'p C Kp un sous- 
groupe compact ouvert et K' = K'^RP. Soit {yi)i comme précédemment. Il y a alors pour 
tout i dans / un morphisme de triplet 

qui induit un morphisme de suite spectrale 

Ef.^K,y,)^EP'\K',yi) 
Prenant le produit des ces morphismes on obtient un morphisme de suite spectrale 

EP^iK, iy,),)^E?'^{K',iy,),) 

dont il est clair qu'il induit bien le morphisme attendu au niveau des termes £'2^ et qu'il 
est compatible aux isomorphismes du lemme 4.3.11 lorsque l'on fait varier (yi)i. 
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Soit maintenant K'p' C RP un sous-groupe compact ouvert et K' = KpRP'. La pro- 
jection 

pr : G{AP)/KP G(Ap/i^î" 
est compatible à l'action à gauche de /"^(Q). Soit {yi)i tel que 

G(Ap/i^P = ]J/<^(Q).y, 

et {xj)j des éléments de G(Ap/ifP' vérifiant 

G{APf)/KP' = l[lt'{q).xj 
jeJ 

et \/j Çi J 3i Çi I pr{xj) = Hi. Pour j & J notons (3{j) G / l'élément vérifiant pr{xj) = 
yj3[j)- Pour tout j G J, Pj C GGp{^j-^ d'oii un morphisme de triplets 

qui induit un morphisme de suites spectrales 

On obtient donc en assemblant ces morphismes un morphisme de suites spectrales 

Il résulte du lemme suivant dont la démonstration ne pose pas de problème que ce 
morphisme est bien le morphisme attendu au niveau des termes £"2^. 

Lemme 4-3. 14- — Le diagramme suivant commute 



{Atr 



où les morphismes de gauches sont induits par les égalités ^esp^^ PPU) ~ Pj ■ 

Si maintenant {y'j)j et {x'j)j sont comme ci dessus, il y a un diagramme commutatif 



où les application verticales sont celles construites dans le lemme 4.3.11. En effet, c'est 
déjà le cas au niveau des termes É^. 
On en déduit un morphisme 
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Les actions de G(Qp) et de G(Ap construites commutent et se composent naturelle- 
ment puisque c'est la cas au niveau des termes De même, ces actions commutent 
aux morphismes de changement de niveau construits ci dessus. □ 

Corollaire 4-3.15. — Il y a une suite spectrale G{Af) x We^ équivariante 

K K 
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APPLICATION À LA STRATE BASIQUE : "UNE 
FORMULE DE MATSUSHIMA p-ADIQUE" 



Soit 6 = 60 la classe basique de B(Gq^, /Iq^). Supposons S{bo) / (ce que nous 
montrerons plus tard). 

Si la classe d'isoggénie cf> induit la classe bo, soit I'^ la forme intérieure de G associée. 
Le groupe réductif I* étant anisotrope modulo son centre, le C-espace vectoriel Ap est 
l'espace des formes automorphes sur /"^ de type à l'infini p' où 

p' : /"^(M) ^ /"^(C) = G(C) — GL(F) 

au sens oii 

^J = Hom,,(^)(p',^(/^)) 

Nous noterons encore p = p'. 

Supposons maintenant p irréductible et soit A{I'^) l'espace des représentations auto- 
morphes de I*^ (ce n'est pas l'ensemble des classes d'isomorphismes : on tient compte des 
multiplicités). 

Le groupe de Lie I'^{R) étant anisotrope modulo son centre, pour un sous groupe 
compact ouvert RP de G(Ap 

i^tr= © n,®(n^)^^ 

ne^(/</>) 

nao=P 

Il y un isomorphisme pour tous p et q 

n<x)=(5 

OÙ HI{Mkp) = H^{MKp,Qe)- En effet, Hc{Mkp) étant un Jfe-module de type fini 
(2.6.13), les Ext se calculent par des résolutions de Hc(AiKp) dont chaque terme est une 
somme finie de termes du type c — Ind'^^ir où Kq compact ouvert et tt de dimension 
finie. Or, 

Homj^ic - /n^^TT, {AX") ^ Hom^„(7r, {Af f ) = RomK.iTr, (AX^'''') 
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OÙ Kl C Kç) est compact ouvert tel que 'k{Ki) = {Id}. {Ap)^^^^ est de dimension finie 
(admissibilité de l'espace des formes automorphes) et donc 

#{n € A{i'^) I = p n^i^" / (0)} < +00 

On en déduit que le calcul des Ext ne fait intervenir qu'un nombre fini de II d'oii le 
résultat. 

On en déduit alors en utilisant le lemme 1.2.6.12 ainsi que la proposition 1.2.6.13 
(confère [26] pour la définition du groupe de Grothendieck généralisé Grotti(G(A^) x 

We^ ) : 



Corollaire 5.0.16. — Il y a une égalité dans Groth{G{Af) x We^) : 



ï,3 

ne-4(/"*) 
noo=/5 



lim Ext}^_i,,,,{Hl{MK,®CpMÙ{N),Iip) 



m 



i 

La décomposition 



lim H\Sh''i{(^),C 

K 



P > 



Sh^= ]J Shif(G',X)"" 

keri(Q,G) 

induit une décomposition 

sp-^{S{h^))= ]J Stif^(G',X)nsp-i(5(6o)) 

keri(Q,G) 

OÙ Shf'(G',X) n sp-i(5(6o)) est un ouvert de Shi^(G,X)"". 

Définition 5. 0.17. — Dans la décomposition précédente nous noterons 

ShK(G',X)g^iq,3 = sp-^bo) n ShK{G',xr 

Rappelons (section 3.2.2) que dans le cas que nous considérons les groupes G' sont 
tous isomorphes à G, d'où un isomorptiisme des modèles canoniques sur le corps réflex 
E{G,X) : 

ShK{G,X) ^ ShKiG',X) 

Les points géométriques dans E de S]ik{G, X) H sp^^^bo) se décrivent comme étant 
associés à des triplets {A, A, l) dont l'isocristal associé est basique. L'isomorpliisme ci 
dessus induit donc un isomorphisme d'ouverts analytiques 

Slli^(G, X)basique *■ Sll/i: (G', X)basique 

Donc, dans Groth(G(Aj) x We) on a : 

[H'{sp-\bo),C';r)] = |keri(Q,G)|.[//'(Slii,(G,X)basique,/:r)] 
Étant donné (3.2.2) que tous les groupes /"^ sont isomorphes et qu'il y a | ker^(Q, G)\ 
classes (p dans la strate basique, en sommant l'égalité du corollaire précédent sur tous 
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les (p intervenant dans la strate basique et en divisant par |ker^(Q,G)| on obtient le 
corollaire suivant : 

Corollaire 5.0.18. — Choisissons la classe d'isogénie (p intervenant dans la strate ba- 
sique. Il y a une égalité dans Groth{G{Af) x We^) '■ 



ns^(/<A) 
noo=p 



l^JH ExtX-iisse {hUMk, ® Cp, Q,)(iV), Hp) 



lim W{ShK{G,X)Zi,ue,^7) 

K 



PARTIE III 



CONTRIBUTION DE LA 
COHOMOLOGIE DE LA STRATE 

BASIQUE 



CHAPITRE 6 



FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE 

SPÉCIALE 



Le but de ce chapitre est d'établir la formule des traces 6.12.5 pour la trace de certaines 
fonctions dans l'algèbre de Hecke globale fois un élément du groupe de Weil local We^ 
sur la cohomologie des strates des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées en 
P- 

L'un des points clef qui nous permettra d'utiliser cette formule est que les termes in- 
tervenant dedans s'expriment comme un produit de la trace d'une fonction de l'algèbre 
de Hecke en p sur un espace de cohomologie fois une intégrale orbitale hors p. Cette fac- 
torisation des termes locaux dans la formule des traces de Lefschetz est une conséquence 
des trois résultats suivants : 

• Le théorème de Fujiwara 6.2.1 qui sous certaines conditions permet d'écrire ces 
termes locaux comme la trace de certaines fonctions sur la fibre des cycles évanescents. 

• Le thcorcmc de comparaison de Berkovich qui montre que cette fibre ne dépend 
que du complété formel de la variété de Shimura en un point fixe. 

• Le théorème de Serre- Tate (ou plus généralement l'uniformisation de Rapoport- 
Zink) qui montre que ce complété formel ne dépend que de la classe d'isomorphisme 
du groupe p-divisible en un point fixe et qui permet donc de mettre en facteur la 
trace de notre fonction dans l'algèbre de Hecke en p sur un espace de déformation 
de groupes p-divisibles. 

Pour appliquer ces trois résultats nous avons besoin de spécialiser les correspondances 
de Hecke sur la fibre spéciale de modèles entiers de nos variétés de Shimura. Malheureu- 
sement, à part en niveau parahorique en p, on ne dispose pas de bon modèles entiers de 
ces variétés. L'idée consiste alors à considérer le spécialisé au sens de [20] de l'image di- 
recte sur la fibre générique vers un niveau parahorique d'une correspondance de Hecke. 
Cependant, nous avons ensuite besoin de montrer que les termes locaux obtenus ne 
dépendent finalement que de la situation originelle sur la fibre générique. Afin de faire 
la lien avec la seconde partie nous avons également besoin d'exprimer nos résultats sous 
forme analytique rigide. C'est pourquoi nous développons un formalisme de spécialisation 
des correspondances cohomologiques d'un point de vue analytique rigide et montrons que 
l'isomorphisme de Berkovich ([5]) est compatible à ce formalisme. 
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6.1. Rappels sur les correspondances cohomologiques 

Ce qui suit est principalement tiré des articles [22], [49] et [20]. 

6.1.1. Définition. — Soit S le spectre d'un corps. Considérons un diagramme de 
schémas sur S 



C 




Xi X2 

où pi et p2 désignent les deux projections de Xi x X2 sur Xi et 
Nous supposerons toujours dans la suite que c est propre. 

Définition 6.1.1. — ^i{J^i,F2)^ D\{Xi,Wi) x Dl{X2,We) on note 

Çohc;(J^l,.^2) = c,Hom(cî.Fi,C2.F2) G D'',{Xi X ^2,0^) 

le faisceaTi des correspondances cohomologiques à support dans C. 
Nous noterons 

Cohc(J^i,J^2) = H%X,ÇghciJ^i,J^2)) = Hom(cî:Fi,4jr2) 
Lorsque C = Xi x X2 on notera Çoh, resp. Coh pour Coh.^ , resp. Cohc 

Rappelons que la formule d'induction implique qu'il y a un isomorphisme canonique : 

c*c' Çoh(jri, ^2) —^CohQ{J='i,J^2) 
L'adjonction c*c' Id donne une flèche d'oubli du support 

Çohc(.Fi , ^^2) Çoh(J^i , J^2) 
et par application de x X2, — ) : 

Cohc(.7^i,J^2) Coh(;Pi,jr2) 

6.1.2. Seconde définition. — La formule de Kiinneth pour Hom ([14]) implique qu'il 
existe un isomorphisme canonique en J^i et J-'2 : 

DJ^i K JF2 ^ Çoh(J^i, jr2) 
où DJ^ = Hom(^, Kx) où Kx désigne le faisceau dualisant sur X. 
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6.1.3. Exemples. — 

• Si Ax ^ X xs X désigne la diagonale de X x X, on a 

ColiAx (^1 , ^2 ) Hom( J^i , J^2 ) 

En particulier, pour tout T on notera A la correspondance cohomologique sur J- 

associée k Id ^ Hom(jF, JT). 

• Plus généralement, si / : X2 Xi et C = T f C Xi x X2 désigne le graphe de / 
alors 

CohcCJ^i, - iîom{rj^2,:Fi) 

• A un cycle C C X x X est associé une correspondance cohomologique de dans 
4Q^(-d)[2d] pour undeZ (cf. [22]) 

• Soit Xo/¥q et G B+{Xo,We)- Notons X = Xq xw^fg. Soit Fr : Xq — ^ Xq 
l'endomorphisme de Probenius relatif à F^. Il y a un isomorphisme canonique 

d'oii une correspondance sur T à support dans le graphe de Fr. Par extension des 
scalaires cette correspondance donne une correspondance appelée correspondance 
de Probenius sur T = 'pr\T 011 pri : Xq xp^ ^ Xq. Elle est donnée par 

{Fr X îdfT — > 7 

6.1.4. Image directe. — Considérons un diagramme commutatif 

C 




Xi 




X2 




Yi Y2 
On peut alors définir ([22]) un morphisme 

/:Çohe(^l, ^2) ^ Çohc(/l!^l, /2.^2) 

qui induit un morphisme image directe 

Cohc(.Fi,^2) CohD(/l!^l,/2*^2) 

noté u ^ f^u. 

Remarque 6.1.2. — Supposons Yi = Xi,Y2 = X2 et D = Xi x X2. On retrouve alors 
le morphisme d'oubli du support. 
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Lorsque Yi = Y2 = D = S on obtient l'action d'une correspondance cohomologique 
sur la cohomologie. Plus prcciscment, il s'agit d'un morphisme 

Cohc(^i,^2) Hom^,(Q^)(iîre(Xi,^i),iîr(X2,^2)) 
et l'on notera u 1— > le morphisme associé dans ce cas là. 

6.1.5. Un cas particulier. — Supposons ci propre. Dans ce cas là, le morphisme 
du cas précédent associé à l'action d'une correspondance cohomologique se factorise par 

RTc{X2, J-2) R^iX2, ^2) et possède une description simple. 

Soit en effet u : c{J-i — > €2^2- Par adjonction, la donnée d'un tel u équivaut à celle 
de ù : C2\c\T\ — > T2- est alors définie par le composée 

Rr^{Xi,j'i) Rr,{c,c*,j^i) ^ Rr^{X2,c2^cl^i) ^^'^^''''^ > Rrc{X2,J^2) 

on la première application est définie car ci est propre. 

Le fait que ci propre implique que la correspondance cohomologique agit sur la coho- 
mologie à support compact se comprend mieux du point de vue de la section 6.1.7. 

6.1.6. Restriction. — Soient Vi C Xi et V2 C X2 deux sous-schémas localement 
fermés. Supposons que c^^(V2) C cï^{Vi), d'oii une "sous-correspondance" de c 

C2 (V2) ^ n X V2 

Soit donc u € Cohc(^i, ^^2) et ù : C2\c\T\ —>■ T2 le morphisme associé par adjonction. 
Considérons la ligne suivante 

C2!ci*(-^l|Vi) = C2! (('^l-^l)|c2i(l^2)) ~" {C'2\A^\)\Vi •^2|y2 

oii l'isomorphisme du milieu est un isomorphisme de changement de base. Elle définit 
par adjonction une correspondance restreinte. On en déduit un morphisme de restriction 

Cohc(:Fi,.?^2) — ^ Coh^-i(^^)(:ri|y^,:F2|yj 

Dans le cas oii Xi = X2, Vi = V2 nous dirons que V\ est stable par c. 

6.1.7. Extension par zéro. — Supposons c\ propre. Supposons nous donné des com- 
pactifications j\ : X\ ^ X\^ 22 : X2 ^ X2 ainsi qu'une compactification j : C > C de 
C compatible aux deux précédentes, au sens oia il y a un diagramme commutatif 

C c i . C 



(C1,C2) = 

Xi X X2 ^ > X ^ 
Il existe alors un isomorphisme canonique ([20] lemme 1.3.1) 

j*Çohc(J^l, J^2) ^ Coh^ (?i!J^i , 72! JS) 
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qui induit un isomorphisme 

Cohc(:Fi,^2) Coh^(ji!:ri, j2!^2) 

noté u H- > j\u et qui se décrit ainsi : Vu G Cohc(^i, ^2), u '■ c\^i £2^2- ci étant propre 
il existe un morphisme 



défini par adjonction. 
Alors, 



^ . ^ . + ^ J' (^) . I I . fT~ 

J\U : Cl Ji\J^i j!Ci>i >► J\C-2J^2 ^ C2j2\~r-2 

ovi le dernier morphisme est défini par adjonction. 

L'extension par zéro est compatible aux images directes au sens où = f^j\u"- 

En particulier, l'action de u sur la coliomologie à support compact s'interprète comme 
l'action de j\u : le diagramme suivant commute 



R^c{X2,-^2) 



RTiXiJv.ri) 



i?r(X2,j2!^2) 



6.1.8. Accouplement des correspondances cohomologiques. — Nous suppose- 
rons désormais que Xi = X2 = X. Considérons un diagramme cartésien 

E = C ^xD 



C 



D 




XxsX 

i.e. E est le support intersection de C et D. 

Il y a alors un morphisme ([22] paragraphe 4) d'accouplement des correspondances 
cohomologiques 

CohQ{J^i,J^2) (8) Çoh£,(.?='2,.Fi) — ^ e^KE 
qui induit une forme bilinéaire 

Cohc(.Fi,J2)®Cohi5(.F2,^i) H\E,Ke) 



u OS) i; 



<u,v > 
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6.1.9. Termes locaux de Lefschetz. — Il y a un isomorphisme 

et si /3 G 7ro(-E'), dim/3 = 0, alors Kp = Q'e et donc H^{P,Kg) Q^. On note alors 
<u,v >i3& Qe l'image de <u,v > par les deux applications ci dessus. 

Ces termes locaux sont invariants par localisation étale. Cependant, en général, ils ne 
dépendent pas que de la fibre des faisceaux en des points fixes. 

6.1.10. Formule de Lefschetz Verdier Grothendieck. — Elle dit simplement que 
l'accouplement des correspondances coliomologiques est compatible aux images directes 
propres. 

Plus précisément, étant donné un diagramme commutatif dont les faces supérieures 
et inférieures sont cartésiennes 

C " E 



X xX 



/ = /i X /; 




Y xY 



où fi et /2 sont propres. Alors, le diagramme suivant commute 

Cohc(J^i,.?^2) ® CohD(JP2,^i) H\E,Ke) 

fi* (8> /2* 

Cohc'(/l*^l, /2*J^2) ® C0hD'{f2*:F2, fuJ^l) H\E' , Ke') 

soit : 

< f*u, >= K <u,v > 



En particulier, si X est propre sur S, si {u,v) G Cohc(.?^i, .F2) x Coh.D{J^2,^i) et si 
dim£; = alors, G Hom(i?r(Xi, jFi), RV{X2,J^2)) et G Hom(iîr(X2, .F2), RT{Xi,J^i)) 
et 

Tr(î;*o'u^)= ^ <u,v>i3 



Supposons de plus que ^1 = ^2 = et que v = Ala. correspondance diagonale. 
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Définition 6.1.3. — Nous noterons 

Fix(c) = C xxxx Ax 
et si /? G 7ro(Fix(c)), dim/3 = (/3 est un point fixe isolé) 

Locp{u) =< u,A>,3eQ'e 
Ainsi, lorsque tous les points fixes sont isolés 

tviu,Rr{X,r)) = Locp{u) 

/3e7ro(Fix(c)) 

6.1.11. Termes locaux naïfs. — Soit u G Cohc(^, et soit /? € 7ro(Fix(c)), dim (3 = 
0. Soit X = ci(/3) = C2(/3) G X et supposons C2 quasi-fini au voisinage de x. 

Le morphisme u : c\J^ — ^ C2.?^ induit par adjonction û : C2\c\J^ — ^ et C2 étant 
quasi-fini au voisinage de x 

D'oià un morphisme {Fx = (cî^)^ ^ {c2\c\J^)x qui composé avec donne un endomor- 
phisme 

up e End(jr,;) 

Définition 6.1.4- — On pose 

Loc.naïf^(u) = Tr('u^) G 

6.1.12. Interprétation des termes locaux naïfs comme de vrais termes locaux. 

— Bien que Loc^('u) soit invariant par localisation étale, il ne dépend pas que de la li- 
mite ^ci(/9) en général loc^ ^ Loc.naïf/3. 

Dans [49] il est démontré que si /3 vérifie les hypothèses précédentes alors le calcul de 
Loc^('u) se ramène à la situation suivante : j : X\{x} ^ X est stable par c. Et qu'alors, 

Locp{u) = LoCfs{j\j*u) + Loc.naïf/3(u) 

Le premier terme dans le membre de droite s'interprétant donc comme un terme d'erreur 
par rapport au terme local naïf. 

Le calcul de Loc^('u) se ramène donc au cas oii la fibre du faisceau est nulle. 

6.1.13. Exemples. — 

• Si X est lisse, J-' localement constant et l'intersection en /3 de C et A est transverse 

Loc^(m) = Loc.naïf^(u) 

• Si X est lisse, si u est la correspondance sur le faisceau constant associé à un cycle, 
si (3 est isolé, l'application classe de cycle transformant le produit d'intersection des 
cycles en cup- produit, 

Loc^(îx) = (C.A)^ 
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6.1.14. Un lemme sur les termes locaux naïfs. — Ce lemme nous servira plus 
tard dans la démonstration du théorème 6.12.5. 



Lemme 6.1.5. — Soit 



f fxf 



un morphisme de correspondances où les Ci, di{i = 1, 2) sont finis et où f et f sont étales 
finis. Supposons que dim Fix{D) = 0, et que 

yg Vu G CohoiQ) V/3 G Fix{D) Locp{u) = Loc.naïfp{u) 

Alors, dim Fix{C) = 0, et 

yj^yu G CohciJ^) V/3' G Fix{C) Locp{u) = Loc.naïfp{u) 

Démonstration. — L'assertion dimFix(C) = résulte du fait que /' envoie les points 
fixes de C sur ceux de D et de la finitude des fibres de /'. 

Quant à la seconde assertion elle résulte facilement de l'invariance par localisation 
étale des termes locaux de Lefschetz appliquée à muni de la correspondance colio- 
mologique /^u et de la définition des termes locaux naïfs. □ 



6.2. Le théorème de Fujiwara 

Le théorème qui suit, démontré par Fujiwara dans [20], avait été conjecturé par De- 
ligne. Des résultats partiels avaient été obtenus par Zink ([62]) et Pink ([49]). 



Théorème 6.2.1. — Soit 



une correspondance définie sur ¥q. Soit k\¥q et notons X = Xq x^^k, C = Cq x^^k et 
Fr la correspondance de Frobenius sur Xq étendue à X. 
Supposons 02 quasi-fini et notons 



V/3 G C d(/3) = [kiP) : k{c2iP))]insep..long 

Alors, ViV G N V/3 G Fix{C.Fr^), > d{0) =^ [3 est un points fixe isolé et 
MTMu G Coh(j p^n{J^,J^) Locp{u) = Loc.naïfp{u) 

6.3. Spécialisation des correspondances cohomologiques algébriques 

Soit S = Spec{0) un trait de point générique rj et de point fermé s. Nous noterons 
A un anneau de coefficients de torsion première à p ou bien Q^. 

Nous noterons R*jj (ou souvent, afin de na pas alourdir les notations, R^) le foncteur 

des cycles évancscents. De même, pour un morphisme / au dessus de S nous noterons 
fs sa fibre spéciale étendue k s et fr^ sa fibre générique (mais souvent, lorsqu'il n'y a pas 
d'ambiguïté, nous noterons / pour fg et /,,). 
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6.3.1. Règles de calculs sur les cycles évanescents. — 

6.3.1.1. Image directe. — Soit / : X — > Y au dessus de S*. Il y a alors un morptiisme 
naturel ([13] 2.1.7.) 

qui est un isomorptiisme lorsque / est propre. Ce morphisme est bien sûr compatible à 
la composition : 



est un diagramme commutatif. 



6.3.1.2. Image inverse. — Pour / : X — > Y i\j également un morphisme naturel ([13] 
2.1.7.) 

/*R^ — > R^f 

qui est un isomorphisme lorsque / est lisse. Comme ci dessus ce morphisme est compatible 
à la composition vis à vis de l'égalité {fg)* = g*f*. 

6.3.1.3. Compatibilité au changement de base. — 



Lemme 6.3.1. — Soit 



X' -^-^ Y' 



X 



f 



Y 



un diagramme sur S. Pour G D~^(Y',A) considérons le morphisme de changement de 
hase 



Le diagramme suivant commute : 



ta^RH^F) g'J'*RH:F) 



rmig.j") 



m{a{J^)) 



mirg.J') iiz^^L^ R-^{g'J'*F) 
où les applications verticales sont déduites des fonctorialités précédentes par image di- 
recte et image inverse. 



Démonstration. — Elle ne pose aucun problème. 



□ 
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6.3.2. Spécialisation. — Considérons un diagramme au dessus de S : 

C 



Xi X2 
où comme d'habitude c : C — > Xi x X2 est propre. 

Fujiwara a défini dans [20] un morphisme de spécialisation des correspondances coho- 
mologiques 

Cohc,{Ti,T2) ^ Cohc,(R^,7(.Fi),R^,-;(J-2)) 

La définition de ce morphisme utilise l'existence de l'isomorphisme Ji^D ~ DR^ qui 
se transpose mal au cadre de la géométrie rigide. Afin d'avoir une description simple 
qui se transporte dans le cadre de la géométrie rigide nous allons décrire le morphisme 
de spécialisation dans un cadre plus restreint. Nous ferons pour cela l'hypothèse suivante : 




Hypothèse : ci et C2 sont propres. 

Soit donc u G Cohc^(.?^i,.7^2), u : c^^J-'i C2j^^2- C2 étant propre il lui est associé 
û : C2rf*c\^J^i T2- D'oia 

Appliquant les diverses fonctorialités de et la propreté de C2 on obtient alors la ligne 
suivante : 

C2-sAs^'^vi^l) C2s*R^f,icl-sTi) ^ R^'^(C25.CL-^1) ^iM^l RiS^(J^^) 

qui fournit par adjonction un Ug G Cohc-(R\I'j^(^i), R^'j^(^2)) dont on peut vérifier qu'il 
coïncide avec celui défini par Fujiwara (nous n'utiliserons pas ce fait par la suite). 

La proposition qui suit est démontrée par Fujiwara (proposition 1.6.1 de [20]). Néanmoins 
nous aurons besoin de démontrer son analogue pour les correspondances rigides. Sa 
démonstration ne s'adaptant pas dans le cadre rigide, nous donnons une démonstration 
(sous nos hypothèses plus restrictives) qui n'utilise pas la dualité D et le fait que R* 
commute à cette dualité. 

Remarque 6.3.2. — Si X désigne un schéma formel sur S de la forme Xjy ah, X 
est un schéma séparé de type fini sur 5, et V un sous schéma localement fermé de sa 
fibre spéciale alors, il résulte de l'isomorphisme de comparaison de Berkovich et de la 
commutation des cycles évanescents algébriques à la dualité que si désigne un faisceau 
étale constructible de torsion première à p sur X^^^ il y a un isomorphisme 

DRer,{J'\xar.) ^ Re.f,{D{T^^.n)) 

(on utilise également la commutation de D au fonctcur T ^ JF"", confère [4]). Néanmoins, 
cet isomorphisme dépend à priori du choix de la réalisation de X comme le complété for- 
mel d'un X le long d'un V et n'est donc pas formulé de façon intrinsèque. 
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Proposition 6. 3. 3. — Soit un diagramme sur S 



C 



Cl/ f/ 



X2 



D f2 




Y2 



où /i, /2, Cl, C2, (il, ^2 sont propres. Alors, le diagramme suivant commute : 



Cohc,{J'i,T2) 

fri* 



Cohc,{R^f,{J'i),R^f^{T2)) 




CohD, {fis* m>n (-^1 ) > h-s* R^f) {T2 ) ) 




Cohoniflr,*^!, f2r,*^2) — ^ Coho-SR^ f){hv*^l), f){hv*^2) 



Démonstration. — Soit u G Cohc^(^i, ^^2). Appliquons le lemme 6.3.1 au carré de 
gauche et au morphisme de changement de base d*/i* — > /*cî- On obtient un dia- 
gramme commutatif 



R*(dî/i*jPi) ^ R*(/:cîJ^i) 



Considérons maintenant le diagramme 
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d2*dtR*(/i*J^l) d2.-D d2*/;R*(cî:^l) = /2*C2*R*(cÎJ^l) a 



d2,R^idlfuJ'l) rf2*R*(/:cîJ-l) /2.R*(C2*CÎ^1^ 



R^id2,dlfuTl) R^{d2*f'ATl) = R*(/2*C2*CÎ^i) ^ R^(/2*^2) 



Le carré en haut à gauche est obtenu en appUquant d2* à T>. Il commute donc. L'ap- 
phcation a est égale à /2*R\I'(ù) (où ù : C2*c^^i ^2)- L'application /3 est définie à 
partir de a de telle manière que le triangle supérieur commute. 

L'autre triangle (ou plutôt trapèze) et tous les autres rectangles dans le diagramme 
commutent car ils sont tous associés à des cas de fonctorialité par image directe ou 
inverse des cycles évanescents (cf. 6.3.1). 

On en déduit donc que le grand rectangle extérieur commute. 

Le résultat s'en déduit car en parcourant la ligne du haut on obtient l'image directe de 
la correspondance spécialisée tandis qu'en joignant les deux sommets du haut en passant 
par les trois autres cotés on obtient la spécialisation de l'image directe. 

□ 

Corollaire 6.3.4- — Si Xi/S et X2/S sont propres alors la suite spectrale des cycles 
évanescents est équivariante pour l'action de Ug sur le terme initial et de u sur l'abou- 
tissement : le diagramme suivant commute 



RT{X2s,R^fii:F2)) RT{X2f^,J^2) 



6.4. Cycles évanescents analytiques rigides 

6.4.1. Rappels. — Soit X un schéma formel localement formellement de type fini sur 
Spf(0) de fibre générique jC"" et de fibre spéciale Xg. 
Il y a un isomorphisme de sites : 

(•^s)ét ^ ^ét 
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Si de plus U/X est étale, [/""^/X"" est quasi-étale. On a donc un diagramme de sites 



Rappelons (même si nous ne l'utiliserons pas dans la suite) que X^^^^ — X.^^ et que 
/X* : — > ^q-ét pleinement fidèle d'image essentielle les faisceaux surconvergents 
sur X^. 

Berkovich pose alors ([3], [5]) 

Si rj désigne le complété de ^ il y a également un foncteur 

obtenu grâce à l'extension des scalaires de rj k rj. 

Soit A un anneau local artinien de torsion première à p. Nous considérerons 

RQfj : D+{X'''',A) — > D+{Xs,A) 

KQfji^) est muni d'une action de Gal(77|77) compatible à celle sur Xg- 
Rappelons le théorème de Berkovich 

Théorème 6.4-1 ([5]). — Soit X/ S un schéma de type fini etY C Xg un sous-schéma 
localement fermé de sa fibre spéciale. Pour tout faisceau étale abélien constructible T de 
torsion première à p, EN il existe un isomorphisme canonique : 

où J^/Y désigne la restriction de T"'"' sur X^ au domaine analytique (X/y)"" ^ X^ 



an 



Rappelons comment est construit ce morphisme. Commençons par construire un mor- 
phisme 

^n{^)\Y est le faisceau associé au préfaisceau qui à un U/Yg étale associe lim /"(V^) 

V 

où la limite inductive est prise selon les diagrammes V suivants 

U V 

étale 

Ys c . X-s ^ X 

Qfji^/Y) est le faisceau qui à U/Yg étale associe r(C/"", JT""-) où Ù jXjY est l'unique 
relèvement étale de \J et Ù"'^ /X'i"' est quasi-étale (rappelons que si A ^ X""^ est quasi- 
étale et Ç est un faisceau sur X?^", T{Aét,p*Q) = r(ylg_ét, //*^)). 



94 



CHAPITRE 6. FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE SPÉCIALE 



Soit donc maintenant T) un diagramme comme précédemment et s € TiV^^T). Le 
diagramme V et la propriété de relèvement unique des morpliismes étales via à vis des 
immersions nilpotentes implique qu'il existe un unique morphisme 

a ^ 
U ^V,Y 




XjY 

d'où un morphisme 

r(y^,j^"") r(y,"^,jr«") ^ r(f7"",jr»") 

L'image de s par ce composé est l'image par le morphisme que l'on voulait décrire au 
niveau des préfaisceaux. Il induit le morphisme cherché au niveau des faisceaux. 

Si a : Fs ^ et /3 : (X/y)"" C (X^)"" il y a donc un morphisme 
D'où un morphisme 

Et le théorème de Berkovich implique qu'il s'agit d'un isomorphisme dans la catégorie 
dérivée D+{Xs,A). 

6.4.2. Comparaison avec les cycles évanescents adiques. — A un schéma for- 
mel X/S séparé localement formellement de type fini est associé un espace adique X"^ 
noté d{X) par Huber (confère l'appendice E). Celui ci est muni d'un morphisme de 
spécialisation A : X — ^ Xg- Ce morphisme induit un morphisme de topos 

Avec les notations précédentes, les faisceaux étales abéliens sur X"^ s'identifient aux 
faisceaux sur le site quasi-étale de j£"" et ce morphisme de sites n'est rien d'autre que 
le morphisme v défini précédemment. Huber définit alors les cycles évanescents adiques 
(confère par exemple [30] 3.12) pour un faisceau sur {X"^)ét comme étant MA^J-". Du 
point de vue analytique, les cycles évanescents adiques ne sont donc rien d'autre que les 

Les cycles évanescents adiques et analytiques coïncident au sens où l'on a avec les iden- 
tifications précédentes entre le site quasi-étale analytique et le site étale adique l'égalité 

VJF G D+iX""", A) Re(jr) = MÀ*(/x*J^) 

Il suffit pour cela de montrer que M(i/,,/i*) = M.u^ o fi*. Or, il résulte par exemple du 
théorème 3.3 de [3] que /j,* envoi les faisceaux mous sur des faisceaux i/*-acycliques, d'où 
le résultat. 

Nous n'utiliserons que le point de vue des cycles évanescents de Berkovich, mais faisons 
remarquer au lecteur que Huber possède des théorèmes de comparaison et de finitude 
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plus généraux que ceux déduits du théorème de comparaison de Berkovich (proposition 
3.11 et proposition 3.15 de [30]). 

6.4.3. Fonctorialité de RBjj et de l'isomorphisme de comparaison. — 

6.4-3.1. Image directe. — Soit / : X — > 2) un morphisme de schémas formels for- 
mellement de type fini sur 5. Il y a alors un isomorphisme naturel ([5], corollaire 2.3 

(")) 

D'oii en particulier une suite spectrale des cycles évanescents pour tout X : 

Lemme 6.4-2. — Soit f : X — > Y un morphisme de schémas de type fini sur S. 
Soient Wq C Yg et Wi C Xg deux sous-schém,as fermés tels que Wired C f~^{Wç))red- Le. 
morphisme f induit donc un morphisme f : Xj-^^^ — > ^Wo- ^^'^^ ^ ^ D~^{Xj^,A). Il y 
a alors un diagramme commutatif 



Démonstration. — Le diagramme s'insère dans le grand diagramme suivant dont on doit 
montrer qu'il est commutatif 



on a est induit par l'isomorphisme de changement de base associé au diagramme de 
sites (corollaire 7.5.3 de [2]) 



y-an 



X, 



7j,ét 



-yan -y 

^ T},ét ^ V,ét 

P et j sont des applications de changement de base associées à des restrictions, A et B 
sont induites par l'isomorphisme de Berkovich, et les deux applications verticales sont 
induites par la fonctorialité de Rî*, resp. R0, vis à vis de l'image directe. 
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Soient a : Wq ^ Y et b : [Xj-^^] 
naturelles 



X^". On doit vérifier que deux applications 



coïncident. Or, b étant une quasi-immersion, b* envoie les faisceaux mous sur des faisceaux 
mous qui sont eux mêmes Qf) acycliques. De plus, Qfj envoie les faisceaux mous sur des 
faisceaux flasques (proposition 2.2 de [5]). Donc, 

Rifs*@fjb*) = Rfs^ROnb* 

Il est également clair que R{a*^fjfrj^..) = a*R^fjiî/j^*. On vérifie alors aussitôt que les 
deux applications naturelles sont induites par dérivation des deux applications naturelles 



Dont on doit donc montrer qu'elles sont égales. Il faut donc montrer que le diagramme 
commute sans foncteur dérivés et pour un faisceau T. Il suffit pour cela de démontrer 
que le diagramme commute au niveau des préfaisceaux définissant les cycles évanescents. 
Soit donc U/Wqs étale et s G T(U, ^fi{fri*^)\Wo)- Cette section est donnée par un germe 
de diagramme 

U " V 



étale 



Wo-s 



Y- c- 



Y 



et une section 



La section image de s par les trois application horizontales du haut est une section t' G 
r(VFos) 0^(/*"(-^|'^an )) décrit ainsi : comme dans le 6.4.1 il y a des diagrammes 



U 



V/Wo U' 
et 



Y, 



/Wo 



Il y a donc un morphisme ^ : — > "^(^/Wo)- La section t donne une 

section u de r((/«")-i(C/"'*),.f'"*) par les applications 



or, on a l'égalité 

r((/"")-^(c/'^'^),jr' 

l'image de cette section u par l'application de spécialisation 



)) 



I /w-i 



r([/«",/r(^if.„ )) r(c/,e^(/r(^f.„ )) 



|X 
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est t'. De plus, r(C/, /.-*e^(^»|^^^^^ 
grammes 



r(/|^,(C/),e^(^«|^^^^„J), et il y a des dia- 



Ui = U\w,)-\u) 



r\v) 

étale 
— X 



X 



Par définition de l'application de commutation naturelle des cycles évanescents analy- 
tiques à l'image directe, l'image de t' par l'application verticale de droite dans le grand 
diagramme est l'image de u par la composée 

T{{rr\ùn.^n v^ûT^Pn r(c/i,e^(/r(^if.„ ))) 

où la dernière application est l'application de spécialisation associée aux deux dia- 
grammes ci dessus. Cela donne une description de l'image de t en parcourant le grand 
diagramme par le haut puis par l'application verticale de droite. 
Décrivons l'image de t de l'autre manière. 

L'image de t par l'application verticale de gauche composée avec l'application 7 dans 
le grand diagramme est donnée par son image par la composée composée 

OÙ l'application du milieu est l'application de spécialisation associée au diagramme de 
gauche ci dessus. Par définition de l'isomorphismc de Berkovich, l'image de t, par le 
second chemin, dans r(;7, {h)*Qf){^?'§an )) = ^{Ui, e^(^,'f )) est l'image de t par la 

'"^/Wi I /Wl 



composée 



r(c/i,e^(^«|„„ )) 



où la dernière application est l'application de spécialisation. 

Le fait que ces deux descriptions donnent la même image est alors clair une fois que 
l'on mes bout à bout les différents morphismes décrits. □ 

Corollaire 6.4-3. — Dans le lemme précédent, supposons Y = S et f propre. Il y a 
alors un morphisme Galois équivariant de suite spectrale des cycles évanescents 



6.4.3.2. Image inverse. — Soit / : X — ^ 2). Il y a alors un morphisme naturel 

/*Re — > RQf* 

défini par adjonction grâce à l'isomorphismc /*R0/* ~ et l'application d'ad- 

jonction Id ^ f-tf* . 
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Le morphisme se décrit ainsi au niveau de la cohomologie : une section de f*R'^&fjJ- 
est donnée étale localement par un U /Xg étale, par un diagramme 




oii V/^s est étale, et une section t G H'^ {V"'^ , T"'"') . Le diagramme se relève en 

fjan ^ ^an 



f 

2)" 



et l'image réciproque de t par l'application verticale de gauche donne un élément de 
Hi{U°''^ , f*J^), ce qui conclut la description de notre morphisme. 



Lemme 6. 4 ■4- — Plaçons nous dans le cadre du lemme 6.4-2. Il y a alors un dia- 
gramme commutatif 

R^f^{rT\w, — - R&n (r"*(-^/^o)) 

où les deux applications verticales sont celles associées à la fonctorialité de R^ et R@ 
pour f*. 

Démonstration. — Le diagramme s'insère dans le diagramme suivant 

où A est indiiit par l'isomorphismc de Bcrkovich et B est l'isomorphisme de Berkovich. 
On doit montrer que deux morpliismcs 

(/*R^'^(^))|^^ — RG^ (r*i^/Wo)) 
coïncident. Soient a : Wi '-^ Xg et b : (î^Wo)"" ^ Y^"-. On a donc deux morphismes 
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Rappelons que R0 = (iîz^*) o Se donner deux tels morphismes équivaut donc par 
adjonction à se donner deux morphismes 

Ce qui revient à se donner deux morphismes 

ou encore deux morphismes 

a*f*^ r Qf*b* 

On s'est donc ramené à vérifier la commutativité du diagramme dans le cas oii il n'y a 
plus de foncteurs dérivés, ce qui est facile en utilisant la définition de l'isomorphisme de 
Berkovich. □ 

6.4-3.3. Compatibilité au changement de base. — Idem, cas algébrique. 

6.5. Correspondances cohomologiques analytiques rigides 

A désigne un anneau de coefficients de torsion première à p. 

6.5.1. Définition. — Soit 

C 

cy/ \c2 

X\ X2 

un diagramme d'espaces analytiques de Berkovich sur r/, et (^1,^2) £ D'^{Xi,K) x 

D+(X2,A). 

Définition 6.5.1. — 

Cohc(.7^i , J^2) = Hom(c2*Ci J^i , ^"2) 

6.5.2. Restriction à un domaine analytique. — Soient Ui d Xi^U2 CL X2 deux 
domaines analytiques localement fermés tels que €2^(1/2) C cï^{Ui). Considérons la 
correspondance 





Ui U2 
Soit u G Cohc(jFi, ^^2)- Considérons le diagramme 

b 



C2\U2) ^ C 

C2 



^2 



a 

U2 X2 
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duquel il résulte un isomorphisme de changement de base a*C2* (^2*^* ■ 
La restriction de u est alors définie par la composition suivante 

res{u) :c2*4*(:Fi|[|J = (i^JfclJ^i a*C2*clJ='i a*J^2 = ^2\U2 
res{u) G Coli^-i^^_^^(^i|;7^, J^gj^j^) et cela définit un morphisme 

6.5.3. Image directe. — Soit un diagramme d'espaces analytiques 



C 



Cl/ f 



/i 




X2 



D /2 



Yi Y2 
et soit u € Colic(^i, ^2)- On définit /*« de la façon suivante 



f*u ■.d2*dlfuJ='i d2*flc{J^i = f2*C2*c\Fl 



où la première application est déduite du morphisme de changement de base associé au 
losange de gauche. 

On a donc une application : 

Cohc(:'^i,.7^2) — > Coh£)(/i*.7^i,/2*J^2) 
D'oii en particulier une action sur la cohomologie : 

Cohc(^i,.F2) Hom(iîr(Xi,^i),i2r(X2,^2)) 
qui est définie ainsi : 

:iîr(Xi,JP-i) ^ RV{C,c\J^i) ^ RV{X2, 02^010^1) RV{X2,J'2) 
Ces images directes sont compatibles à la restriction en un sens facile à définir. 

6.5.4. Analytification d'une correspondance algébrique. — Soit 

C i^lH X X2 



une correspondance algébrique avec ci propre. 
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Soit u € Cohc(^i,^2) une correspondance cohomologique algébrique oii {J^i,J^2) £ 
-D^(Xi,A) X Z)^(X2,A). Il lui est associé un morphisme ù : C2*c\T\ — > T2. li""" est 
alors définie ainsi : 

U . C2^.Ci J-^ K^x-ri) ■* \C2*CxJ-\) " J-2 

OÙ l'isomorphismc du milieu des l'isomorphisme de changement de base du corollaire 
7.5.3 de [2]. D'où un morphisme 

Cohc(^i , T2) Cohc- (J^r, Jî^«") 

On vérifie facilement que ce morphisme d'analytification est compatible aux images 
directes propres. 



6.6. Spécialisation des correspondances cohomologiques analytiques rigides 
6.6.1. Définition. — Soit 




un diagramme de schémas formels localement formellement de type fini sur S", c'est à 
dire une correspondance formelle. Soit u G Cohg^n {Tx^Tj)- La correspondance spécialisée 
Us est définie ainsi : 

Us :c2*cÎR6^(JFl) — C2*R6j^(cî^i) -* — ViQf^{c2*c{T\) «► R6^(^2) 

où l'on a utilisé les diverses fonctorialités de R0. Cela définit un morphisme : 
Cohi.n(^i, J-2) — . Cohi,(Re^(^i),RG^(^2)) 

6.6.2. Compatibilité à l'image directe. — Considérons la proposition 6.3.3 dans 

le cadre rigide en ne faisant aucune hypothèse de propreté sur les morphismes. Sa 
démonstration s'adapte alors automatiquement au cas rigide en changeant ^ en et 
en remarquant que toutes les hypothèses de propreté sont inutiles puisque 6, contraire- 
ment à commute toujours aux images directes (il faut bien sûr utiliser les différentes 
fonctorialités établies pour ROj^ pour adapter la démonstration). 

On en déduit donc la compatibilité entre image directe quelconque et spécialisation 
dans le cas analytique rigide. 



6.7. Compatibilité entre les spécialisations algébriques et analytiques rigides 

Soit une correspondance sur algébrique S 

cJ^X,xX2 
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OÙ l'on suppose que ci et C2 sont propres. Soient Vi C Xig et V2 C deux sous-schémas 
fermés de leur fibre spéciale. Supposons 



d'oii une correspondance sur s 



C2HV2) V, X V, 



et une correspondance formelle 



où £ = C,-iry^, Xi = Xi/Vi, ^2 = -^^2/^2- 



Proposition 6.7.1. — Soient {J-'i,J^2) € D'^{Xi,A) x D^(X2,A). Le diagramme sui- 
vant commute 



(7o/ic, (^1,^2) 



analytification 



Cohc^n (jrp, 



restriction 



Coh(ran (jFl /y^ , J^2 /V2 J 



sp 



sp 



Démonstration. — Soit u G Cohc^(^i,.?^2) et notons ù : C2*c\J^i — > T2 le morphisme 
associé par adjonction. La démonstration consiste à appliquer la compatibilité de l'iso- 
morphisme de comparaison avec les deux cas de fonctorialité pour les cycles évanescents. 
Appliquons le lemme 6.4.4 h, T\ et 

C2~'(^2) ^ " C 



Cl 



Xi 



On obtient alors un diagramme 



c[* (R*(J^l)|yJ ' (ci,)*RG(JPi/yJ 



V 



Re((cr)*^/yJ 
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Considérons maintenant le diagramme suivant 



4,ci* (R*(^i)|yJ 



4(ci,)*RG(J^i/yJ 



C2.-*RG((cr)*J^i/yJ 



Re (c^::(^)/y,) 



Re(ù|^^„) 



Re [c2,c\j^i/y^) Re(.^2/yJ 

011 le deuxième rectangle commute grâce au lemmc 6.4.2. 

Le résultat s'en déduit, car les deux éléments de Cohe;an(RO(^iyy^), R0(^2/V2)) as- 
sociés se déduisent de ce diagramme en le parcourant du sommet en haut à droite vers 
l'élément en bas à droite des deux façons possibles en suivant les bords du diagramme. □ 

6.8. Résumé des différentes fonctorialités 

Supposons nous donné un morphisme de correspondances sur S 



r 



fi X h 



„ (d\,d2) 
D ^ ' Yi X Y2 

Soient Wi C Yi,W2 C Y2 deux fermés tels que d2^{W2) C d'^'^{Wi). Soient Vi = 

f^^iW-i), -i = 1,2 et supposons que £^^(^2) C c'^^ÇVi). 

Soient (£ = C^^-i^y^yXi = X/y, i = 1,2. Soient S = D^^-iç^^^yïï)i = YijWv ^ = 
Il y a donc un morphisme de correspondances formelles 

£^^XixX2 



/i X h 



(di , d2 



2)i x2)2 
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Qui induit un morphisme de correspondances analytiques. 

Soient {J^i,T2) £ -D(f(Xi,A) x D^(X2,A). Supposons que ci,C2,di,d2, fi, f2 sont 
propres. 

Le diagramme de la page suivante est alors commutatif. 




Cohc,(R*J^i,R*J^2) 

commutation de 
l'image directe propre à Rï' 



restriction+isomorphisme de Berkovich 



Cohc, {R@J^i/Vi , R0^2 /V2 ) 



commutation de 
l'image directe à RG 



Cohc,(^l,^2) 



analytification+ restriction 



CohD,.(RÎ'/i,JPi,R*/2*;P2) 



restriction+isomorphisme de Berkovich 




00 
œ 



analytification+ restriction 



Coh^ai (/l*^ 1 /VFl î /2*-?^l /W^2 ) 




D 

m 

H 

ts 

œ 

O 
2; 
Q 
H 
O 

> 
H 

a- 



o 
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6.9. Des coefficients de torsion aux coefficients ^-adique 

Oublions dans cette section les notations précédentes et reprenons les notations de 
l'appendice F : en particulier k est un corps valué complet, A un anneau de valuation 
discrète complet dont nous noterons K/i^ le corps des fractions. Soit X un fe-espace 
analytique ou bien un espace adique sur Spa(A;, En général les groupes de cohomologie 
étale A-adique 

H'{X,A) 

ne sont pas définis : il n'y a aucune définition intrinsèque qui fasse que ces groupes 
vérifient de bonnes propriétés. Nous allons voir cependant que dans certains cas, lorsque 
certaines propriétés de finitude sont satisfaites, on peut donner une définition ad-hoc des 
H*{X,A) satisfaisante. 

Définition 6.9.1. — Soit g G N. Soit T = {J^n)n G A, — J^c/x^^■ Supposons que 
{H'i{X,J^n))nef^ soit un système A.R. A-adique de type fini. On posera alors 

Hi{X,J^)= lim Hi{X,J^n) 

neN 

un A-module de type fini. 

Cette définition est justifiée par la proposition suivante : 

Proposition 6.9.2. — Supposons X lisse sur k (ou sur Spa{k,k^) dans le cas adique) 
de dimension pure d . Soit T = {^n)n G A, — Tscjx^f localement constant. Soit T le 
système local dual. Supposons que Vg G N les systèmes 

(H^{Xèk,J'n)) et (Hi{Xèk,i^)n)) 
sont A.R. A-adiques de type fini et que l'application 

H^iXèkT) — > lim Hl{Xèk,Tn) 

neN 

est un isomorphisme. 

Il y a alors un isomorphisme canonique de dualité de Poincaré 

{Hl{X,J^) ®A ^ H-"'-'i{X,f){d) ®A 

Démonstration. — Nous allons appliquer le formalisme de Ekedahl [17] dont nous uti- 

liserons librement les notations. Soit / : X®k — > M{k) (resp. Spa(A;,A; ) dans le cas 
adique). Il y a alors un foncteur (section 5 de [17]) 

M/i : D{T - A) — ^ D{S - A) 
où. T est le topos X^t et S le topos ponctuel M. ik\ (resp. Spa(k,k )^^) vérifiant 

V / ét 

(confère par exemple la fin de l'énoncé du (iii) du théorème 6.3 de [17]) 

Vn G N A/m" Èa (M/,^) = Mrc(X«)l, .F„) G i:>+((X(g)l)ét, A/m") 

(Ce foncteur est à distinguer du foncteur ]Rrc(X, — ) introduit dans l'appendice F) Le 
topos ponctuel S vérifie les hypothèses du paragraphe 7 de [17]. M/i est de dimension 
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cohomologique finie {R^f\ s'annule en dimension supérieure à 2d pour les coefficients de 
torsion ( [28] 5.3.8, [2] 5.3.11). Donc, d'après les hypothèses faites 

M/lJ^ G dI(S - A) 

D'après le théorème 7.1 de [17] il y a une équivalence de catégories 

Dl{S - A) ^ £>t'ype fini(A - mod) 

oii TT* est le foncteur lim , tt* le foncteur M (M (g) A/m"')„gN, et Mtt* et Ltt* sont 
quasi-inverses l'un de l'autre. Donc, 

M/iJF ~ L7r*(M7r*M/!:F) 

A/m" ®A M7r*M/!J^) 

Soit M* = M7r*(M/!^). La suite spectrale 

vérifie E2 = si i 7^ car par hypothèse le système {Hc{Xéik,J^n))neN 6st A.R. A- 
adique. Donc, 

H^{M') ~ lim Hi{X,J^ri) 

nëN 

Comme dans le paragraphe 6 de [17], utilisant les propriétés de finitude de la dimension 
cohomologique de /i, on peut définir /'A G D{T — A). Il résulte du théorème de dualité 

de Poincaré pour les coefficients de torsion ( théorème 7.3.1 de [2] dans le cas analytique 
et théorème 7.5.3 de [28] dans le cas adique) que /'A ~ A(d)[2(i]. En effet, le morphisme 
trace pour les coefficients de torsion M/!/*(— )((i)[2(i] (— ) s'étend naturellement en 
une application de foncteurs de D^(S — A) dans D^{S — A) qui définit par adjonction un 
morphisme /*(— )(d)[2d] — > /'(— ) dans D^{T — A). Ce morphisme est un isomorphisme 

puisqu'après application du foncteur conservatif — (8)A/m on obtient l'isomorphisme dans 
le cas de torsion (grâce au 6.3. (iii) de [17]). La dualité de Verdier A-adique (isomorphisme 
6.1 de [17]) donne alors un isomorphisme 

MHom(M/!JF, A.) ~ MHom(:F, A.(d)[2d]) 

Le premier terme s'identifie via l'équivalence de catégories ci dessus à 

MHomA(M*,A) 

quant au second à 

^UT{d)[2d]) 
qui, comme précédemment pour M/i , est égal à 




(Mr(x,^„)) 
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Grâce à l'hypothèse que Vj, {H\X,J^n))n est un système A.R. A-adique de type fini, si 

AT» =M7r*M/*jr(ci)[2ci] 

alors 

Vj W{N')= lim H'^'^+\X,F){d) 

raeN 

On obtient (toujours grâce à l'équivalence du théorème 7.1 de [17]) donc 

MHomA(M',A) ~ AT* 

dans la catégorie dérivée bornée des complexes de A-modules à cohomologie de type fini. 
Si W est un A-module de type fini, 

Wrr.+i \\ i HomA(W^torsion, ATa/A) si i = 1 

La suite spectrale 

= Ext\{H-^M'),A) =^ H'+\N') 
dégénère donc en des suites exactes pour tout i 

HomA(i^,2'^-'+^(X,A)torsion,i^A/A) ^ H\X,P){d) YLouit,{Hf-\X,J^),K) 



qui donne le résultat voulu après tensorisation par K\ puisque le terme de gauche est 
de torsion. □ 

Remarque 6.9.3. — Il est sous entendu que les isomorphismes ci dessus sont Galois 
équivariants. 

Proposition 6.9.4- — Les hypothèses de la proposition précédente sont vérifiées lorsque 
X et {F sont de la forme suivante : 

• Il existe un schéma séparé de type fini Y/k^, un faisceau étale algébrique construc- 
tible Q sur et un ouvert U de la fibre spéciale de Y , Y Xi^a /k^^ , tels que X 
s 'identifi,e à la fibre générique au sens des espaces adiques du complété formel de 
X le long de U 

{Y/ur' C iYr,)"^ 

et F s 'identifie à la restriction de Ç"^ à cet ouvert (etX est lisse et T est localement 
constant). 

• Il existe un schéma séparé de type fini Y/k^ , un faisceau étale algébrique construc- 
tible G sur Yff et, dans le cas analytique, un fermé propre V de la fibre spéciale de Y 

tels que X s'identifie au tube au dessus de V dans (1^^)"", (Y/y)'^'^, et T s'identifie 
à la restriction de G"'^ ■ Dans le cas adique mêmes conditions mais V est seulement 
supposé fermé. 

Soit de plus X le schéma formel Xju dans le premier cas et Xjy dans le second. Soit 
{RQfi{Tn))neN système de faisceaux des cycles proches analytiques rigides. Alors, 

{RQri{J'n))n^Dl{X-s,A) 
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la catégorie dérivée bornée à cohomologie constructible 2-colimite des catégories (Z)g(Xs, A/m"))„gN, 
et il y a une suite spectrale des cycles évanescents de A-modules de type fini convergente 

neN 

Démonstration. — Commençons par les assertions sur les cycles évanescents. Le fait que 
Vn YiQfii^ri) e Dl{Xs,A/xn^) résulte du théorème de comparaison de Berkovich et du 

théorème de de constructibilité de Deligne ([14]) pour les cycles évanescents algébriques. 
La forniTilc de Kiinncth pour les cycles évanescents algébriques (appendice de [32]) 
couplée au théorème de comparaison de Berkovich montre que 

Vn Re^(:r„+i) | A/m" ~ Re^(:F„) 

(et cet isomorphisme est canonique). On en déduit que 

Il résulte également de [14] et de l'annulation des R^^'f; poTir i grand que (R6fj(^n))n 
est un système A.R. A-adique (utiliser le lemme 12.5 de [19] ou bien [33] 5.3.1). Le 
théorème de finitude de la cohomologie étale des faisceaux constructibles sur un corps 
de [14] couplé au théorème 5.3.1 de [33] montre alors que Vp Vg le A,-module 

est A.R. A-adique. Pour tout n il y a une suite spectrale des cycles évanescents 

On obtient donc une suite spectrale convergente dans la catégorie des A,-modules 

Les premiers termes E'f* sont dans la catégorie des A,-modules A.R. A-adiques de type 
fini. Cette catégorie est une sous-catégorie abélienne pleine stable par extension de celle 
des A, -modules ([33] théorème 5.2.3 et proposition 5.2.4). Le fait qu'elle soit abélienne 
implique que Vp Vg Vr > 2 {Er''{n))neN est A.R. A-adique de type fini. \/p Vg l'aboutis- 
sement {HP'^i{X®k,f'n))neN est alors muni d'une filtration finie dont les gradués sont 
A.R. A-adique de type fini. La stabilité par extensions de la catégorie des A,-modules 
A.R. A-adiques montre donc que cet aboutissement est A.R. A-adique. Considérons main- 
tenant le foncteur lim qui va de la catégorie des A,-modules dans celle des A-modules. 
En restriction à la catégorie des A,-modules A.R. A-adiques de type fini il est exact 
d'image des A-modules de type fini. Appliquant ce foncteur exact à la suite spectrale 
(£?2^(n))„gN on obtient donc une suite spectrale convergente de A-modules de type fini 

EP'' = HP{X,,{RQfj{Tn))n)= lim H^+'i {Xs,R@ f,{Tn)) ^ Ihn HP+'^{Xèk,fn) 

neN neN 

ce qui termine la démonstration de la partie cycles évanescents de la proposition. 

Passons maintenant à la première partie. Dans tous les cas, on a déjà vérifié l'hy- 
pothèse concernant {H'^{X^k, Fn))nef>i de la proposition 6.9.2. Reste donc les assertions 
concernant la cohomologie à support compact. Elles résultent dans le cas des espaces 
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adiques du théorème 3.1 de [29] pour l'espace adique associé au complété formel le long 
de l'ouvert U et du théorème 3.3 de [29] dans le cas de l'espace adique associé au complété 
formel le long du fermé V. Dans le cas oii V est propre, l'énoncé pour l'espace analytique 
de Berkovich associé au complété formel le long V est une conséquence du fait que V 
propre implique que l'espace adique est partiellement propre, et que donc sa cohomologie 
à support compact coïncide avec celle de l'espace analytique associé (proposition 1.5 de 
[29]). □ 

fci 5C2) 

Définition 6.9.5. — Soit C '■ — > Xi x X2 une correspondance d'espaces analy- 
tiques oii Cl et C2 sont finis. Soient J^\,J^2 € A, — J^Cjx^^- On note Cohc(.?^i, .F2) les 
correspondances cohomologiques à support dans C que l'on pose étant égal à l'ensemble 
des systèmes compatibles de correspondances dans HneN Cohc((.?^i)„, {J^2)n)- 

Comme précédemment, une correspondance cohomologique agit sur la cohomologie 
A-adique lorsque celle ci est bien définie par simple passage à la limite. De plus, dans le 
cas de la fibre générique d'un schéma formel, une correspondance spccialiscc (égale par 
définition au système des correspondances spécialisées) sur les cycles proches analytiques 
rigides fournit une suite spectrale des cycles proches équivariante comme précédemment. 
Cela se déduit par passage à la limite projective des suites spectrales obtenues dans le 
cas de torsion grâce à la proposition précédente. 

Remarque 6.9.6. — Soit (ci,C2) : C — > Xi x X2 une correspondance analytique oti 
Cl et C2 sont étales finis. Via la dualité de Poincaré de la proposition 6.9.2, l'action d'une 
correspondance cohomologique A-adique sur la cohomologie à support compact doit être 
définie comme étant l'action de la correspondance duale si l'on veut que l'isomorphisme 
de Poincaré soit équivariant. 

Application 6.9.7. — La représentation locale fondamentale de [26] s'exprime comme 
le dual de Poincaré de la cohomologie £-adique à support compact des espaces de Lubin- 
Tate. 

Désormais nous utiliserons librement des cycles évanescents ^-adiques sans forcément 
citer la proposition 6.9.4. Cette proposition contient tous les éléments nécessaires (et 
même plus) pour justifier le passage des coefficients de torsion aux coefficients ^-adiques 
lorsque cela sera nécessaire. 



6.10. Formule des traces générale 

Théorème 6.10.1. — Soit D > Yi x Y2 une correspondance sur S où D,Yi et 

Y2 sont propres sur S. 

Soit C ' ' ' > Xi X X2 une correspondance sur rj, où ci et C2 sont finis. 



6.10. FORMULE DES TRACES GÉNÉRALE 



111 



Soit un morphisme de correspondances sur 77 : 

C Xi X X2 



f 



Dr, 



où /i,/2 sont étales finis. 

Soient Vi C Yis,V2 C deux fermés vérifiant d2^(^2) C dï^{Vi). Soient Ui = 
ifr)~\sp-\Vi)),U2 = ifr)~^isp-\V2)) les ouverts deXf",Xf" associés. Supposons 

4"-^(C/2) Ccr~H^i)_ 

Soient T\^T2 deux faisceaux lisses sur Xi, resp. X2. Soit u G Co/ic (•^1,-^2)- Soit 
V = {f*u)s € Coh{R^fj{fuJ^i).,R^f^{f2*J^2)) lo, spécialisation de l'image directe de u. Il 
y a alors un morphisme de suites spectrales des cycles évanescents commutant à l'action 
de Gal(ry|r/) ; 



où la cohomologie i-adique des ouverts rigides Ui, U2 est définie comme étant la Poincaré 
duale de la cohomologie à support compact et où 



(^î")* an-l 



' ^ H\{cTr\U2)èf],c\^i) H\U2m,C2.c\^i) 



H\U2èfj,^2) 



où ù : C2*c*^i — > J^2 est associé à u par adjonction. 



Démonstration. — Pour i = 1,2 complétons le diagramme 

Xi 



en un diagrame 



X^ 



Y- ^ D y. 



Xi 



Y ■> 3 Y 



112 



CHAPITRE 6. FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE SPÉCIALE 



OÙ est un schéma de type fini sur S et X^/Yi est fini. En particuHer, X^ est propre 
sur S. Soit le diagramme : 

C 



X^ Xy, D Xy, XI ^ ^ Xi Xy,, Dr, Xy,, X2 

Et, comme ci dessus, soit un modèle de type fini de C sur S et fini au dessus de 
Xf XyiD Xy2 X2- Ce dernier schéma étant propre sur S, est propre sur S (cependant, 
et c'est la un point important qui nous a poussé à développer notre formalisme des 
correspondances cohomologiques dans la catégorie dérivée, on ne peut pas forcément 
trouver de modèle C° tel que C°/X? et C°/X^ soient finis). 

On a donc étendu la correspondance C Xi x X2 sur rj en une correspondance 
sur S. On a également étendu le morphisme de correspondances / en un 
morphisme de correspondances sur S. Tous les morphismcs étendus sont propres. 

Remarquons maintenant que l'hypothèse 4''~Hfr \U2)) C cl''-\f^''-\Ui)) im- 
plique, grâce à la surjectivité du morphisme de spécialisation, qu'il en est de même sur 
la fibre spéciale (au niveau des schémas réduits ce qui est suffisant pour nos besoins 
cohomologiques étales) pour les fermés Vi et V2 : (f-^J^ {V2))Tcd c^sifïs^i^^))T:cd- 

Le théorème résulte donc de la compatibilité des différentes fonctorialités pour les 
cycles évanescents démontrées dans les section précédentes. □ 

Nous supposerons désormais que k{s) est le corps fini F^. Nous noterons 77"'' le complété 
de l'extension maximale non ramifiée de rf, a e Gal(77"''|77) ~ Gal(s|s) le Probenius 
géométrique et C Gal(^|?7) le groupe de Weil. Si r G nous noterons v{t) l'entier 
vérifiant r|^nr = a'"^'^\ 

Soit U un espace analytique sur r]'"' . Pour tout r G VF^ il y a un isomorphisme 
canonique 

Si U est un domaine analytique dans un espace analytique de la forme X®rf''^ pour 
un espace analytique X sur r], f7('^''*^') est le domaine analytique de X^^^rp^ dont les 
points rigides naïfs (ceux du spectre maximal) sont l'image par a'"^'^^ de ceux de U . 

De l'isomorphisme ci dessus on déduit un morphisme (qui n'est pas au dessus de ff) 
d'espaces analytiques pour tout r 

c_ IdXT __.C_w(t)\ ~ ^ 

Si maintenant JT est un faisceau sur Xét, (Id x t)*J^ ~ .F oii .F désigne le pull-back de 
à X<Sirj. On en déduit pour tout r dans un isomorphisme 

Supposons de plus qu'il existe un schéma formel 2) sur S, un morphisme / : X — > 2)""" 
et un point fermé y € 2)5 tels que U = f~^{sp~^(y)). Alors, si v{t) > 
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et on en déduit donc un isomorphisme lorsque v{t) > 

Théorème 6.10.2. — Plaçons nous dans le cadre du théorème précédent lorsque Xi = 
X2 =X,Yi = Y2 = Y, Tx = T2= J',y\ = V2 = V et Ui = U2 = U. Il y a donc un 
diagramme au dessus de rj : 

(C1,C2) 



C 



/' 



{diri,d2n) 



X xX 



fxf 



Yfj X Yjj 



Supposons de plus que d2s est fini. Il existe alors un entier N ne dépendant que du 
degré de d2s tel que "iu G Cohcr,{^)yT & v{t) > N 

Tr{u X r;iîr(X^,^)) = ^ Tr{ux t;RT {n~\sp-\d2(,y)))m T)) 



veDsik) 
Fr''M(dl(y))=ci2(y) 



et 



Tr{u X r;iîr([/®r/,J^"'')) 



Y, Tr{ux T;Rr {r-\sp-'\d2{y)))m,^)) 



OÙ l'action de u x t dans le membre de droite est le composé des morphismes 

RT{r-\sp-\ Fr<^Ui{y) ))m,r) ^ RT {r~\sp-\di{y)))m,r) ^ 
<i2{y) 

RT [r''-\sp'\y))èfj,f) ^ RT {r-\sp-\d2{y)))m J^) 

Démonstration. — Les cycles évanescents RÎ'^y(/^<^) sont munis d'une structure de fais- 
ceau de Weil et donc d'une correspondance de Frobenius associée à r : 

Cette correspondance commute aux correspondances coliomologiqucs spécialisées puisque 
ces dernières sont définies sur s. On peut donc appliquer le théorème de Fujiwara (6.2.1) 
à la correspondance cohomologique spécialisée composée avec la correspondance de Fro- 
benius ci dessus associée à r. 

Plus précisément, dans le premier cas on applique Fujiwara à tout Xg. Dans le second 
cas, d'après le théorème précédent, la trace sur la cohomologie de U est égale à celle sur 
la cohomologie des cycles évanescents sur V, on applique donc le théorème de Fujiwara 
à V. 

La fibre des cycles évanescents en un point fixe s'identifie à la cohomologie du tube au 
dessus de ce point ferme. Le calcul des termes locaux naïfs s'effectue alors en utilisant 
en utilisant les deux fonctorialités de l' isomorphisme de comparaison de Berkovich 6.4.2 
et 6.4.4 ainsi que la compatibilité de cet isomorphisme à l'action de Galois. □ 
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6.11. Modèles des variétés de Shimura et des espaces de Rapoport-Zink en 
niveau parahorique 

Nous avons introduit dans le premier chapitre des modèles entiers de nos espaces en 
niveau compact hyperspécial. Nous aurons néanmoins besoin, pour des raisons techniques 
liées à la théorie des types, des modèles définis dans [51] en niveau parahorique en p. 
Ces modèles ne nous servirons que comme intermédiaires de démonstration. Nous ne 
rappellerons donc pas leur définition. Nous reprenons les notations globales de la première 
partie. V désignera donc une donnée de type P.E.L. non ramifiée. 



6.11.1. Sous-groupes parahoriques et leurs normalisateurs. — Soit C une mul- 
tichaîne polarisée de réseaux dans Vq^ ([51] définition 3.14). 
Notons 

Kc = {g^ G{%) I VA G £ 5.A = A} 

le sous-groupe parahorique associé. Le normalisateur dans G(Qp) de Kc est alors défini 
par 

Nc = {g^ I VA G £ ff.A G C} 

Si £ = (Ai)jgz est uniforme au sens où z i— s- [Aj : Aj+i] est constant alors 

Nc = {ge G{%) I 3j G Z g.ki = Ai+j} 

Nous n'aurons besoin dans la suite que de ce cas là et nous supposerons donc que toutes 
nos multichaînes sont uniformes. 

Exemple 6.11.1. — Plaçons nous dans le cas (A) lorsque J = 0. Par équivalence de 
Morita, la donnée d'une telle multichaîne £ est alors équivalente à la donnée pour tout 

i dans I d'une multichaîne £,■ dans F". Pour un i fixé la donnée d'une telle multichaîne 
est alors équivalente (modulo l'action de GL„(i^^.)) à la donnée d'un entier d divisant n. 
Une chaîne associée à d est alors de la forme 



C < ei, . . . , Cn > C • • • C < Wp^ ei, . . . , Wp^ ekd, ekd+i, • • • , e„ > C 



c wJAq c ... 



Ao 



Afc 



et le groupe Kc se décrit ainsi par blocs de taille d x d : 

quant à Ne, c'est le groupe engendré par Kc et l'élément suivant 



Id 




Id 





/ 
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6.11.2. Variétés de Shimura. — Dans [51], chapitre 6, il est défini des modèles 
entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. que nous considérons sur Ei, en niveau 
parahorique, Sh^^KP- Nous noterons Sk^kp ces modèles entiers. Lorsque RP varie ils 
forment une tour de variétés quasiprojectives sur Spec{OE^) munie d'une action de 
G(A^). 

Exemple 6.11.2. — Soit Aq un réseau autodual dans Vq^ de stabilisateur Cq dans 
Supposons que C soit la plus petite multichaîne contenant Aq. Alors, Kc = Cq 
est compact hyperspécial et SkcKp est le modèle entier défini précédemment en niveau 
hyper spécial. 

Si C contient un réseau autodual Aq alors, Kc C Cq et il y a un morphisme de tours : 

{SkcKp)kp ^ {ScqKp)kp 

étendant celui défini sur la fibre générique. 

Remarque 6.11.3. — En général ce morphisme n'est pas fini! 

On ne supposera pas que C contient un réseau autodual, ce qui nous permettra, par 
exemple, d'inclure parmi les Kc des sous-groupes compacts maximaux des groupes de 
similitudes unitaires non hyperspéciaux. 

6.11.3. Espaces de Rapoport-Zink. — A 6 G B{G^^, ix-^) est associé un espace de 
Rapoport-Zink 

Mc{V^^,h)/Spf{OEi,^ 
muni d'une action de J}, ([51] définition 3.21). Comme précédemment, cet espace se 
scinde en produit d'espaces de Rapoport-Zink associés à des données simples. 

Si Kp C Kc, il y a une tour d'espaces rigides Mkj, au dessus de A^^" = M.Kc l^i 
coïncide avec celle définie auparavant lorsque Kp C Kc fl Cq. 

6.11.4. Extension de l'action du normalisateur d'un parahorique aux modèles 
entiers. — 

6.11.4.1. Variétés de Shimura. — L'action de G(Qp) sur la tour (Sh;^);^ permet de 
définir un morphisme de groupes trivial sur Kc 

Ne — > Aut(Shx^xî') 

Le but de cette section est d'étendre ces automorphismes aux modèles entiers ci dessus, 
c'est à dire définir un morphisme 

Ne — > kni{SKcKp) 

redonnant celui d'avant sur la fibre générique et commutant à l'action de G(Aj). 

Soit donc g G Ne- Soit T un schéma sur Spec{OE^). Un élément de SkcKp{T) est 
donne par un triplet {A, A, rjP) où A est une £-multichaîne de variétés abclicnnes sur 
T, A une polarisation de cette multichaîne et r]^ une structure de niveau hors p, le tout 
vérifiant certaines conditions ([51] chapitre 6). 
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Posons g.{A,\,r]P) = {A',X',r]P) G SkcKp{T) où avec les notations du chapitre 6 de 
[51]: 

VA G C A'j^ = Ag \ muni de son action de Ob 

VAi, A2 G C Al C A2 Pai,A2 = P9M,gM 
Posons pour tout o dans normalisant l'ordre Ob® ^(p) 

Définissons A'. On doit définir pour tout A G £ une quasi-isogénie 

X'j, : A'j, {A'^.y 

telle que 

{p'A^,^yoX'j,:A'^^{A'^y 
soit une polarisation de A'^. Posons comme étant égal à la quasi-isogénie composée 



Va nV (P(s.A)V,g.A 



A = ^ (^(..A)v)^ (^..Av)^ = (^^v)^ 

(Pav,a)^ ° ^A = (Ps.AV,g.A)^ o (P(g.A)v,g.Av)'^ o A^.A 

/ y 

P(g.Ay,g.A^ ° Pg.A'^,g.A o Ag.A 

V ' 

\ ^'(9.A)V,9.A / 

qui est donc bien une polarisation. Il reste à vérifier que A' : A — > A' est bien un 
morphisme de multichaînes, mais cela ne pose pas de problème. 
Le morphisme ainsi défini vérifie bien les propriétés voulues. 

6.11.4-2. Espaces de Rapoport-Zink. — Posons A4c = MciT^Qp,b). On définit comme 
ci dessus pour les variétés de Shimura un morphisme 

Ne — > Aut{Mc) 

trivial sur Kc, commutant à l'action de Jb et à la donnée de descente de Rapoport-Zink, 
et étendant le morphisme défini sur la fibre générique. 

Sa définition est similaire à celle ci dessus en remplaçant variétés abéliennes par 
groupes p-divisibles. 

6.11.5. Uniformisation. — Soit (j) une classe d'isogénie comme dans la première par- 
tie. Comme dans la première partie, il y a des isomorphismes de tours lorsque varie 
([51] théorème 6.23) 



Alors, 



Me X GiA^f)/KP) ^ (SkcRp Op, ) 



A 



compatibles à la donnée de descente de Rapoport-Zink et commutant à l'action de Ne 
définie ci dessus sur les deux membres. 
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6.12. La formule des traces pour la cohomologie des strates d'une variété de 
Shimura de type P.E.L. 

Soit V une donnée globale de type P.E.L. non ramifiée en p. Fixons une multichaîne 
polarisée C dans Vq^. Soient le groupe paraliorique associé et son normalisateur. 

6.12.1. Action de Galois sur les domaines analytiques de Mkp- — Soit Kp c 
K/: un sous-groupe compact ouvert. Rappelons que les espaces analytiques Mk^ sont 
définis sur = Q^. Soit 

la donnée de descente de Rapoport-Zink. Soit U C un domaine analytique. a{U) C 

M^l alors un domaine analytique et si pr : M^^l ~^ -^Kp désigne la projection, 
pr{a{U)) est un domaine analytique dans M.Kp que nous noterons Î7^"^. Il y a alors un 
morphisme (qui n'est pas défini au dessus de E) 

U — > 

D'oii un morphisme Vr G We v{t) > 

(lorsque la cohomologie £-adique de U est bien définie ce qui est par exemple le cas si U 
est le tube au dessus d'un sous-schéma localement fermé quasicompact de A4, grâce à 
3.2.4 de la première partie et 6.9.4). 

6.12.2. Tubes et leur cohomologie. — A^£(fc) est muni d'une action d'un Probenius 
grâce à a. Lorsque Kc = Cq cette action coïncide avec celle décrite dans [47] lorsqu'on 
voit M.c(k) comme sous-ensemble de l'immeuble de G sur L. Nous noterons 

^ : Mc(k) ^ Mc{k) 

ce Probenius. 

Ainsi, avec les notations précédentes, si sp désigne le morphisme de spécialisation 
associé à Me 

sp-\<^y) = sp-\y)^''^ 

Les morphismes de changement de niveau commutant à la donnée de descente on en 
déduit que 

Définition 6.12.1. — e M(k) yXp c Kc, 

MKp{y) = u-^lK, {sp-\y)) 

un ouvert analytique de bord vide dans A4kp (qui est étale fini au dessus du disque 
ouvert Mcoiy)). 
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H'^(j\4Kpiy)'èCp, Q^) est alors défini comme étant le Poincaré dual de la cohomologie 
à support compact. C'est un Q^-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action 
lisse de Stabj^{y) x Ie^, Kc agissant quant à lui sur la limite lorsque Kp varie dans Kc- 

Soit donc maintenant fp G H{G{Qp)) de la forme fp*Sz où supp{fp) C Kc et ^; G Ne, 
T G We^ vérifiant v{t) > et 7 G J^. Supposons que y G M.c(k) vérifie 

Il y a alors des morphismes bien défini pour Kp variant 

qui composés avec l'action de fp permettent de définir 

1^ (/p X 7 X r; [H'{M{y),Qe)]) G Qe 

6.12.3. Le théorème. — 

Définition 6.12.2. — Soit h G B{G^p, ijl-^). Pour K = KpK^ avec Kp G Cq, notons 
Sh^^'-'' c Sh^^ le tube au sens des espaces adiques au dessus du fermé 

U W) 

Newton(6')>Newton(6) 

lorsque Kp = Cq, et son image réciproque par les morphismes de changement de niveau 
sinon. 

Définition 6.12.3. — Nous noterons 

[H'{Sh''^'^\£p)] = J2i-^yi 1™ iî^(Sh^^^'^^£p)] G Groth(G(A/) x We.) 

i K 

qui est bien défini d'après la proposition 6.9.4 et coïncide avec la même définition en 
remplaçant adiquc par analytique lorsque Sk est propre ou bien lorsque b est la classe 
basique. 

Il résulte alors de la proposition 6.9.4 que 
Proposition 6. 12. 4. — Si b = ho la classe basique, il y a un isomorphisme canonique 

où le membre de gauche est celui définit ci dessus et celui de droite celui défini formel- 
lement dans la seconde partie comme dual de Poincaré algébrique de la cohomologie à 
support compact du tube au dessus du fermé propre S{bo). 

Théorème 6.12.5. — Supposons les variétés de Shimura Sk propres sur Oe^- Soit 
b G B{G,ijl). fp G HiGiQp)) de la forme fp * où supp{f'p) d Kc et z e Ne- Soit 
K C G{AF^) un compact ouvert. Il existe alors un N EN tel que 

yfP G n{G{AP)) suppifP) c Vr G We v{t) > N 
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Tr[u^FxT;[H-iSK-^^'^\£,)])= E E E 

vol[l^{q)y\I^{A})) Trp{j) Tr^fpXjXT ; [H'{M{y),qe)]) 0^{f) 
où IjiQ)y = Stabj^^^^{y). 

Démonstration. — Toute fonction fP € H{G{Af)) telle que supp(/^) C K se décompose 
en combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d'ensembles de la forme K^g^K^ 
où RP est un sous-groupe compact ouvert et où K^g^K^ C K. Quitte à raffiner une 
telle décomposition on peut de plus supposer les suffisamment petit. On peut donc 
supposer = IxpgPKp avec suffisamment petit. On peut également supposer que 
fp = '^KpgpKp où Kp C Kc et gp&Kc- 

Considérons le diagramme suivant de correspondances de Hecke : 




{SkcKp)t) {SkcKp)ti 

on la correspondance du bas est définie sur Oe^- Tordons ces correspondances par 
l'isomorphisme associé à z. Et appliquons donc le théorème 6.10.2 à ce diagramme. 

Mais pour obtenir l'énonce annoncé il faut tout d'abord remarquer la chose suivante : 
lorsque diminue et g^ est tel que K^g^K^ C -fC le degré des correspondances de 
Hecke associées [K'p : K^ng^K^g^'^] ne reste pas borné. On ne peut donc pas appliquer 
directement le théorème de Fujiwara si l'on veut obtenir la borne uniforme v{t) > N 
annoncée lorsque supp(/^) C K. Néanmoins, fixons un sous-groupe compact ouvert 
suffisamment petit K' tel que K' .K.K' = K et restreignons nous aux contenus dans 
K' . Pour un tel et g^ tel que K^g^K^ C .fC, il y a un morphisme de correspondances 
de Hecke sur k 

S KPHgPKPgP-^ — " ^ KP X S kp 



^K'ngPK'gP-^ " ^ K' X S k' 

Et on peut appliquer le lemme 6.1.5 à ces correspondances étendues à k puis tor- 
dues par Frobenius. Maintenant, le degré de la correspondance du bas est donné par 
[K' : K' n gPR'gP-^]. Or, K'\K/K' est fini et gP G K. On en déduit que ce degré reste 
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borné. Et on peut donc appliquer le théorème de Fujiwara sous la forme du théorème 
6.10.2 uniformément lorsque supp(/P) reste dans K. 

Pour tout b' G B{Gqp, fj,Q^), S{b')(k) est une union disjointe selon les classes d'isogénie 

(p de sous-ensembles S{4>)(k) stables par les correspondances de Hcckc. Les points fixes 
de Fr^(^) x }îecke{KPgPKP) sont donc une union disjointe de points fixes associés aux 
différentes de cp, d'oii la première somme dans la formule annoncée. 
De plus, 

Smk) ^ I^m\ {McCk) X G(Ap/i^^ 

oir Fr agit via x Id], les correspondances de Hecke de façon usuelle et z via [z x Id]. 
Appliquant le lemme 5.3 de [47] on obtient 

Fix (^Fr''(^) x RPgPRP x z; S{(j)){k)^ = ]J /:^(Q)\Fix x z x j; Mc(k)^ xFix (7 x K^g^RP) 

{7}e{/^(Q)} 

Fibrons cet ensemble de points fixes par les éléments de 

7^(Q)\Fix xzx r,Mc{k)) 

Le cardinal de la fibre associée à la classe de y est 

vol (i^nQ),\/:^(A^)) O^ifP) 

De plus, en tout point /3 de la fibre en [y], 

Et les revêtements rigides associés sont donnés par l'uniformisation rigide des variétés 
de Shimura. On en déduit que le terme local associé dans le théorème 6.10.2 en un tel 
point /3 est 

Tv(/pX7Xr ; [/f*(A^(y), Q^)]) TVp(7) 

oii le terme Trp(7) provient du fait que restreint aux tubes ci dessus est le faisceau 
constant Vp. □ 

Remarque 6.12.6. — Dans la formule précédente, lorsque K,v{t) et z sont fixés, 
indépendamment de fP le nombre de cp et de classes de conjugaison {7} contribuant 
de façon non nulle est fini. Pour le voir, posons = 1^. Ecrivons K comme une union 
disjointe d'un nombre fini de classes doubles 

aeA 

pour un sous groupe compact ouvert RP de G(A^). Appliquons la méthode de la 

démonstration à chacune des correspondances associée à ces doubles classes pour compter 
le nombre de points fixes des correspondances associées (pas la trace des correspondances 
cohomologiques) . On obtient une formule comme dans la démonstration du théorème. 
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sans les traces des correspondances cohomologiques. La finitude du nombre de points 
fixes implique alors qu'il existe un nombre fini de ((/>, {7}) tels que 

Fix (^$^(^) xzx r,Mc{k)j / 

et C'-y(l^) ^ 0. Ce dernier point étant équivalent à dire que la classe de G(A^) conju- 
gaison de 7 rencontre le compact K. L'assertion s'en déduit. 



CHAPITRE 7 



FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE 

GÉNÉRIQUE 



Dans ce chapitre, nous redémontrons un cas particulier très simple de la formule 
d'Arthur pour la trace des correspondances Hecke sur la cohomologie d'intersection des 
variétés de Shimura, telle qu'elle est réinterprétée topologiquement dans [21]. En fai- 
sant une hypothèse simple (la correspondance de Hecke est à support dans les éléments 
réguliers en une place), on s'aperçoit que tous les points fixes sont des points CM.. Si 
l'on se restreint aux variétés de Shimura de type P.E.L. considérées dans la première 
section, nous montrons (7.3.2) que si un tel point fixe se spécialise sur la strate indexée 
par un 6 G B{GQp, fiQ-) alors la classe de conjugaison 7 dans G{Q) associée à ce point 
fixe est conjuguée dans G(Qp) à un élément du centralisateur du morphisme des pentes 
(un sous-groupe de Levi de G{Qp)). En particulier, si 7 ne se spécialise pas sur la strate 
basique, 7 n'est pas elliptique. Bien que nous n'utiliserons pas ce fait par la suite nous 
avons inclus le théorème 7.3.2 car il fournit une motivation pour l'énoncé "la cohomologie 
des strates non basiques est induite en p" (théorème 9.0.2). En effet, si l'on disposait 
d'une formule des traces rigides pour la trace d'un opérateur de Hecke sur la cohomologie 
à support compact du tube rigide sur la strate basique faisant intervenir une somme sur 
des points fixes naïfs -|- des termes au bord, cela montrerait que la distribution somme 
sur les points fixes naïfs associée aux strates non basiques est à support dans les éléments 
non elliptiques. 

7.1. Généralités sur les points fixes sur la fibre générique 

Soit {ShK)KcG(Af) uiic variété de Shimura associée à une donnée de Shimura (G, X). 
La variété algébrique Shx est définie sur le corps reflex associé E et les correspondances 
de Hecke également. La correspondance associée à KgK où g € G{Af) et K est un 
sous-groupe compact ouvert de G{Af) est : 





ShK 



ShK 
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Lemme 7.1.1. — Toute fonction f € 7i{G{Af)) est combinaison linéaire de fonctions 
caractéristiques IrqK telles que la correspondance de Hecke associée soit un cycle dans 

ShxngKg-^ "-^ Shx X Shx 

Démonstration. — Si K\,K2 sont deux sous-groupes compacts ouverts de G{Af) conte- 
nus dans un même sous-groupe compact ouvert suffisamment petit alors 

Il suffit donc de montrer que / est combinaison linéaire de fonctions IkqK où K et gKg~^ 
sont suffisamment petits. Or, / est combinaison linéaire de fonctions IkqK avec K aussi 
petit que l'on veut et KgK C supp(/) (=^ g G supp(/)). supp(/) étant compact, lorsque 
K "tend" {!}, uniformément pour g G supp(/), gKg~^ "tend" vers {!}. □ 

Étant donné que nous nous intéressons à la trace d'une telle fonction / dans la coho- 
mologie de variétés de Shimura, ce lemme justifie que nous ne nous restreignions qu'à de 
telles correspondances de Hecke. 

Hypothèse 7.1.2. — Nous supposerons dans ce chapitre que les correspondances de 
Hecke sont toutes définies par des cycles. 

De telles correspondances sont donc définies par un cycle lisse de Sh^ x Sh^. 
Si de plus p est donné, la double classe KgK définit une correspondance cotiomologique 
sur Cp à support dans ce cycle : 

^2^p ~ 5 n Cp = g Cp ^ Cp = c-^Cp 

Ceci définit des morphismes d'algèbres compatibles pour K variant : 

n{G,K)^Go\^{Cp,Cp) 

Et si 

-K-.niG.K) — > End(iï*(ShK,>Cp)) 



/ — - / f{9)p{9)dg 
JGiAA 



lG{Af) 

OÙ p est l'action de G{Af) sur la cohomologie, alors le diagramme suivant commute 
n{G,K) . Coh{Cp,Cp) 



EndiH'iShK,Cp)) 

où l'application verticale de droite est définie par l'action d'une correspondance coho- 
mologique sur la cohomologie (6.1). 

Nous allons tout d'abord nous intéresser à la sous-variété des points fixes de cette 
correspondance : 

Fix(K5i^) = (AnSh^n9X,-i) 

red 
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OÙ A désigne la diagonale de Shx- Pour cela, nous allons décrire ses points complexes : 

Fix{KgK){C) = A(C) n Sh^nsi^,-i(C) = {x e Sh^ns^,-i(C) | U{x) = U{g.x)} 

Utilisons l'uniformisation complexe : 

ShK{C) = G{q)\{X X G{Af)/K) 

Dans laquelle G(Q) opère librement sur X x G{Af)/K (car K est suffisamment petit). 
On utilisera également le fait que le morptiisme 

p:Xx G{Af)/K G{q)\{X x G{Af)/K) 

est un isomorphisme analytique local : tout {x,yK) E X x G{Af)/K est tel qu'il existe 
fi voisinage de x dans X tel que p : Çl x {yK} p{Çl x {yK}) soit un isomorphisme 

analytique. 

La correspondance de Hecke associée à KgK s'écrit alors avec ces notations : 



[x,y{gKg-^r\K)] 




[x,yK\ [x,ygK\ 

et 

Vix{KgK){C) = {[x,y{gKg-^nK)] \ [x,yK] = [x.ygK] } 
que l'on peut voir, par hypothèse, comme un sous-ensemble de Sh/^ (C) : 
Y-D,{KgK){C) = {[x,yK)] \ [x,yK] = [x,ygK] } 

Or, 

[x, yK] = [x, ygK] <^=^ 37 G G{Q) 7.x = a; et 'jyK = ygK 

37 G G(Q) n ygKy~^ j.x = x 

x,yK étant fixés un tel 7 est unique (action libre de G{Q) sur X x G{Af)/K) et est 
semi-simple elliptique dans G(M) car 7 G Stabc(R)(a;). De plus, si 7' G G(Q), alors 

J j.x = X J (7'77'^"^)7'.a; = 7'. a; 

1 7-yK = ygK | {'y''y-f'-'^)yyK = j'ygK 

Et donc 7' 77'"^ est l'unique élément de G{Q) vérifiant les égalités de droite. 
On a donc démontré : 

Lemme 7.1.3. — Il y a une partition naturelle 

Fix{KgK){C) = ]J Fix{KgK){C\^y 

{7}e{G(Q)}s<, 
7 elliptique dans G(R) 

OÙ {G{Q)}ss désigne les classes de conjugaison semi-simples de G{Q) et 

Fix{KgK){C){^^ = {[x, yK] \ ^7 G {7} ^.x = x et ^yK = ygK } 
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Remarque 7.1.4- — On aurait également pu déduire cette décomposition du lemme 
5.3 de [47] comme dans la démonstration de la formule des traces sur la fibre spéciale 
(théorème 6.12.5). 

Lemme 7.1.5. — Si la classe de conjugaison {7} est associée à un point fixe de KgK 
alors {7} est associé à tout point de la composante connexe de ce point dans Fix{KgK)(C). 
On a donc une partition 

MFixiKgK)iC)) = ]J 7roiFtxiKgK)iC)){^y 

'y elliptique dans C?(M) 

Démonstration. — Il suffit de démontrer que tout [x, yK] € Fix{KgK){C)^^y possède un 
voisinage U dans Shx(C) tel que U r\Fix(KgK)(C) C Fix{KgK){C)^jj ce qui montrera 
que [x, yK] 1— > {7} est localement constante donc constante sur chaque composante 
connexe. 

Fixons [x,yK] dans Fix{KgK){C) tel que 7.x = x et 'yyK = ygK oii 7 G G{Q). 
Si O, est un voisinage compact de x dans X, 

{g G G{R) Ig.nnn^Çj} 

est un compact de G(M) (écrire X sous la forme G{R)/Koo). 

Si de plus rî est petit p induit un isomorphismc Q x yK > p(Q x {yK}) C Shi^(C) 

où p(ri X {yK}) est un voisinage de [x,yK] dans Sh^iC). 

Fixons un Çl vérifiant les deux conditions ci dessus : $7 est compact et petit. Si 
(x', yK) eftx {yK} est tel que [x', yK] = p{x', yK) G Fïx{KgK){C) alors soit 7' G G(Q) 
l'unique élément tel que 

J 7'.x' = x' 
\y.yK = ygK 

On a donc, 7'.^ n O 7^ et 7' G ygKy-^ H G(Q) 
Par discrétude de G{Q) dans G{A), 

An = {7" G G{Q) I 7".^^ n / et 7" G ygKy-' } 

est fini. Or, lorsque O parcourt des ensembles vérifiant les conditions ci dessus, 

n 

Et donc, quitte à rétrécir J7 on peut supposer qu'il contient un seul élément. On pose 
alors U = p{^ X yK). □ 

Proposition 7.1.6. — Tout élément de Tro{Fix{K g K){C))^^j est une composante connexe 
de l'image d'une variété de Shimura associée à où G -y désigne le centralisateur de 7. 

Démonstration. — Soit [x,yK] G FhL{KgK){C){^'^ où 7.x = x et ""y.yK = ygK. Le point 
X correspond à un morphisme hx ■ S — ^ G/r, et 

7.x = X hx : S — > (G°)r 
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Le couple hx) définit alors une variété de Shimura de domaine hermitien associé 

y = G0(M)/C7G0(M)(M--^ 

Posons K' = yKy~^ fl G°(A/). Le morphisme {G^^hx) — > {G,hx) induit alors un 
morphisme analytique 

q:ShK'iG2,,hx){C) Stix(G,X)(C) 
[xi,yiK'] I — s- [xi,yiyK] 

qui est un revêtement fini au dessus de son image. 
De plus, 

[x,yK] G im(g), et im{q) C Fix{KgK){C){^y 
Considérons maintenant le lemme suivant 

Lemme 7.1.7. — Soient x e X et go £ G(M) tels que qq.x = x. Alors, 
{x' eX \ qq.x' = x' ] = {g.x I g G CG{R){go) } 

- c'g(m) (5o)/(Cg(m) (go) n i^oo) 

Démonstration. — Soit K^o = StabQ(^){x). Soit 

= eep 

une décomposition de Cartan de Lie(G(M)) où I = Lie(i^oo). L'application 

exp : p X 

Z I — > exp{Z).Koo 
I — ^ X 

est un diff^éomorphismc. 

Si x' = exp(Z)Eroo € ^ où Z G p, 

gQ.x' = x' <S=^ (5oexp(Z)5o"^) .K^o = e^v{Z).Koo 

^ V ' 

exp(Ad(go)(^)) 

car g^ G E'oo- De plus, g^ G i^oo =^ Ad((7o)(p) C p et donc, Ad(5(o)(-Z^) G p et l'égalité 
exp(Ad((7o)(-Z^))-^oo = exp(Z).Koo implique Ad{gQ){Y) = Y, qui implique elle même 
que ga commute à exp(.Z^). Donc : 

{x' & X\ go.x' = x' } = {g.x \ g G Cg(r)(5'o) } 

= Cg(r) (5o)/(Cg(r) {go) n iCoo) 

□ 

Appliquons ce lemme à x et g'o = 7- On trouve que l'ensemble des points fixes de 7 
dans X est Y. Le résultat s'en déduit. □ 

Corollaire 7.1.8. — Fix{KgK) est lisse sur E (en particulier ses composantes connexes 
sont irréductibles). 
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Exemple 7.1.9. — Dans la décomposition 

7ro(Fix(i^5i^)(C)) = ]J 7ro(Fix(i^5i^)(C)){^} 

• Les classes de conjugaison elliptiques correspondent aux composantes de points 
fixes compactes. 

• Les classes de conjugaison régulières correspondent aux points fixes isolés (et elles 
sont automatiquement elliptiques dès qu'un tel point fixe existe) 

7.2. Points fixes isolés 

L'idée sous-jacente à cette section est que tout vecteur tangent dans l'espace tangent 
en un point fixe qui est fixe infinitésimalement donne lieu à une géodésique dans l'espace 
hermitien X qui est formée de points fixes, et que donc en tout point fixe isolé l'inter- 
section est transverse. 

Les points fixes isolés correspondent comme on l'a vu aux points fixes associés à 
des classes de conjugaison {7} où 7 est régulier c'est à dire est un tore (qui est 
automatiquement elliptique si un tel point existe). On a donc en particulier : 

Lemme 7.2.1. — Les points fixes isolés sont des points CM. de SHk. 

Nous aurons besoin du lemme suivant pour appliquer une formule des traces de Lef- 
schetz. 

Lemme 7.2.2. — Si ^ £ Sh^iC) est un point fixe isolé de KgK alors, en ^, A et 
ShgKg-^nK ^ X SliK s 'intersectent transversalement. 

Démonstration. — Soit 

^ G Fix{KgK){C)^^y, ^ = [x, yK], j.x = x et jyK = ygK 

Soit Q voisinage de x dans X tel que p : Qx {yK} — ^ p[Cl x {yK}) soit un isomorphisme 
et Fix{KgK){C) H p{n x yK) = {^}. 

On a alors que p : n x {y{gKg-^ n K)} ^ p{n x {y{gKg-^ n K)}) C Sh^^g-in^. 

L'inclusion ShgXg-inK x Sh;^ s'identifie alors dans la carte locale fi x {yK} ~ Çl 

à : 

n — ^ nxn 

x' I — ^ {x',-~f.x') 

Et A à 

n — > nxn 

x' I — > {x',x') 

Les intersections sont donc transvcrscs ssi d{^)x ■ î^îl — > T^il ne possède pas la 
valeur propre +1. Si K^o = StahQ(^-^{x), q = t © p est une décomposition de Cartan de 
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Lie(G(M)) telle que q = Lie{Koo) alors, 



d(7)a 



P ^ P 

où 7 G Koo- L'espace propre associé à la valeur propre +1 s'identifie donc à 

Lic(CG(R)(7)) np 

Mais Coi^)^ étant un tore tel que Cg(m)(7)° C Koo, ^'^q{Cg{r){i)) C É et donc 

Lie(CG(R)(7))np = 



□ 



On déduit également de la démonstration précédente : 
Corollaire 7.2.3. — Si^e Fix{KgK){C){^y est isolé alors 

Lek{KgK,Cp) = Trip{^)) 



7.3. Le cas des variétés de Shimura de type P.E.L. 
7.3.1. Un lemme sur la conjugaison stable. — 

Lemme 7.3.1. — Soit G/Qp un groupe réductif tel que G'^'^ soit simplement connexe. 
Soit 7 G G(Qp) régulier stablement conjugué à un élément de M{Qp) où M est le Levi 
d'un parabolique propre défini sur Qp. Alors, 7 est conjugué dans G{Qp) à un élément 

de MiQp). 

Démonstration. — Supposons que 7 soit stablement conjugué à 7' G M(Qp) : 

y = g^g-^ où 5 G g(q;) 

7 et 7' étant réguliers, et C^^^ simplement connexe, les centralisateurs Coi'y), resp. 
Cciy), sont des tores maximaux sur Qp : T, resp. T'. 
L'application définie sur Qp 

intg -.T ^T' 

est en fait un isomorptiisme sur Qp (les centralisateurs de deux éléments stablement 
conjugués sont formes intérieures l'un de l'autre via cette application, mais étant abclicns, 
le cocycle intérieur est trivial : il s'agit de Cg- = intgg-a où gg~'^ G T). Elle induit donc 
un isomorphisme 

intg : Td ^ {T')d 
(où l'indice d signifie le sous-tore déployé maximal ). 

Rappelons maintenant que si T est un tore maximal de G sur Qp, le Levi d'un para- 
bolique défini sur Qp minimal parmi ceux contenant T est CciT^) (cf. Borcl, Algebraic 
groups) (par exemple, T est elliptique ssi Td C Zq ssi T n'est contenu dans aucun 
parabolique propre). 
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Dans notre cas, l'isomorphisme intg : {T')d implique que Cg{{T')(i) = gCG{Td)g~^ 

et que donc, 7 et 7' sont dans deux paraboliques sur Qp conjugués dans Mais 
(Borel, Algebraic groups) deux paraboliques sur Qp conjugués dans Qp le sont déjà sur 
Qp. □ 

7.3.2. Plaçons nous maintenant dans le cadre des variétés de Shimura de type P.E.L. 
non ramifiées propres étudiées dans la première partie. 

Théorème 7.3.2. — Soit Ç € Fix{KgK){C)^^y un point fixe isolé. Le point ^ appar- 
tient donc à ShxiE). Supposons que ^ se spécialise sur un point de la strate S{b) où 
b G B{Gqp, fij^). Alors, 7 est conjugué dans G{Qp) à un élément de M{b){Qp), le cen- 
tralisateur du morphisme des pentes. 

Démonstration. — Soit {A, A, i) le triplet associé à Ç sur une extension de degré fini 
du corps reflex. A est une variété abélienne CM.. Avec les notations précédentes pour 
l'uniformisation complexe on peut supposer que ^ = [x,yK] où ^.x = x et "f.yK = ygK. 
La relation ^.x = x implique que 7 induit un automorphisme de la Q structure de 
Hodge polarisée munie de l'action de B associée à {A, A, l) et que donc, 7 induit un 
automorphisme du triplet (A, A, l) sur une extension de degré fini du corps reflex. Nous 
noterons / cet automorphisme. Rappelons qu'à l'uniformisation complexe est associée 
un choix d'isomorphisme de i?-modules symplectiques : 

V^H\A,q) 

Il y a alors un diagramme commutatif 



V 



7 



V 



r 



Rappelons que l'on note E le complété en une place v divisant p du corps réflexe. Il y a 
un isomorphisme canonique 

Hl{A,q) ^Qp ^ Hl{A,qp) 

où le second membre est une représentation cristalline du groupe de Galois absolu d'une 
extension de degré fini de E que nous noterons K. On a donc un diagramme commutatif : 



hUAkMp) 



7' 



Notons F le foncteur de Fontaine entre la catégorie des représentations cristallines du 
groupe de Galois absolu de K et celle des isocristaux filtrés admissibles. F(HI^{Ak,Qp)) 
s'identifie comme isocristal muni de structures additionnelles à la cohomologie cristalline 
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de la réduction mod p du triplet (A, A, ;,). Dans cette identification, / agit sur cet isocristal 
par un élément de J;,. Fixons un isomorphisme de L-modules symplectiques munis d'une 
action de B : 

F{Hi{AK,Qp)) ^ {V ®Qp) ® L 
II y a donc un diagramme commutatif 



F{V ® %) 



F{Hi{AK,%)) {V ®%)®L 



F{j ® 1) 



F{hI,{Ak,Qp)) 



F(V Qp) : 

dans lequel g G Jb- 

Trivialisons maintenant le torseur des périodes ; c'est à dire étendons les scalaires à 
BdR- Il y a un isomorphisme canonique 

{V (g) Qp) (g) BdR F{V ® Qp) ®L BdR 

d'où au final un diagramme commutatif 

% (8) BdR ^ (% ® L) ® BdR 



7® 1 



5(8)1 



% (8) BdR (% (8) L) ® BdR 

Duquel on déduit que 7 est stablement conjugué dans G{L) à un élément de Jb- 

Rappelons maintenant que dans le cas que nous considérons {Gq^ quasidéployé) la 
classe de cr-conjugaison b provient d'une classe de M(6)(L) encore notée b, et que Jb = 
{g € M{b){L) I gba = bag}. Rappelons également que l'on peut supposer b "décent" 
(confère [51]) au sens oii pour un s G N, {baY = {s.Ub){p)a^. Dans tous ce qui précède 
on peut alors remplacer L par Qps l'extension non ramifiée de degré s de Qp. La relation 
b^^gb = g^ dans M(6)(Qps) montre que la classe de conjugaison de g dans Af(6)(Qp,s) est 
définie sur Qp et que donc, d'après [36] ( pour les groupes avec lesquels nous travaillons 
M{bY^'^ est simplement connexe), la classe de conjugaison de g dans M(6)(Qp) contient 
un élément de M(6)(Qp). 

On déduit donc au final que 7 est stablement conjugué dans G(Qp) à un élément de 
M{b){Q,p). On conclut alors grâce au lemme 7.3.1. □ 

Remarque 7.3.3. — Dans la dernière partie de la démonstration, nous n'avons fait 
qu'expliquer l'existence du transfert des classes de conjugaison stables de Jb vers celles 
de sa forme intérieure quasi-déployéc M{b). Par exemple, lorsque J5 est le groupe des 
unités d'une algèbre à division , ce transfert est le transfert des classes de conjugaison 
de vers les classes de conjugaison elliptiques de GL„. 
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7.4. Formule de Lefschetz 

Théorème 7.4-1- — Soit Sh{G, X) une variété de Shimura compacte. Soit f = iSivfv G 
Ti.{G{Af)) telle qu'il existe v telle que supp{fv) C G{Qv)reg- Alors, 

tr{f; [H'iSh,/:^)]) = Yl vol{G{q)^\G{Af)^) trp{j) 0^{f) 

{7}e{G(Q)} 

^régulier 
7 elliptique dans G(R) 

Démonstration. — On peut supposer que / est de la forme IkqK où K = Ky et 
KyQyKy C G (Qy) ■ Appllqucus la formule des traces de Lefschetz à la correspondance 
de Hecke associée. Soit 7 € G{Q) elliptique dans G(M). Fix(KgK){C)^^j 7^ ^ 7 est 
régulier. En effet, une relation du type jyK = ygK implique que ^tjyKy = yygyKy qui 
implique que Vy^'yyy G KyÇyKy C G{Qy)reg- Tous les points fixes sont donc isolés. Et la 
somme dans la formule annoncée provient de la décomposition 

Fix{KgK){C) = H Fix{KgK){C)^ 

{7}6{G(Q)} 
régulier 
7 elliptique dans G(R) 

Reste donc à montrer que 

J2 ï^ei^iKgK, C,) = vol(G(Q)^\G(A^)^) trp(7) 0^{f) 

ÇGFix(/^aX)(c){^} 

On sait (corollaire 7.2.3) que Leî^{KgK, Cp) est constant sur FiK{KgK){C)^^j et vaut 
ivp{'j). Il faut donc calculer #Fix{KgK){C)^^y. 7 étant régulier, Fix(7;X) est réduit à 
un seul élément. On en déduit que Fix{KgK){C)^^y est en bijection avec 

G{q)^\{yK I y-Sy e KgK } 

qui est de cardinal vol(G(Q)^\G(A/)-^) 0^{f). □ 

Remarque 7.4-2. — Cette formule se déduit de [21] en remarquant grâce au théorème 
5.2 de [21] que la somme des caractères des séries discrètes de G(M) ayant même caractère 
infinitésimal que p évaluée en un 7 régulier est trp(7). 

Remarque 7.4'3. — Lorsque le support de / reste dans un compact fixé de G{Af), 
les classes {7} intervennant dans la formule ci dessus varient dans un ensemble fini ne 
dépendant que de ce compact. Cela peut se voir de deux façons : la première en utilisant 
la proposition 8.2 de [38] qui imphque qu'il y a un nombre fini de classes de G{A)- 
conjugaison contenant un élément de G(Q) et rencontrant un compact de G{A) fixé (ce 
qui est le cas ici puisque nos classes sont elliptiques à l'infini) ; la deuxième de la même 
manière que dans la remarque (6.12.6). 
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CARACTÉRISATION DES ÉLÉMENTS DE 
Groth(G'(A/)) x We, PAR LEURS TRACES 



8.1. Un lemme d'algèbre linéaire 

Soir K un corps et V un iC-espace vectoriel de dimension finie. Soient u G End(y) et 

V G GL{y). Le but du lemme qui suit est de montrer que si l'on connaît iï{uv^) pour 
N grand alors on connaît tr(u). 

Pour cela on s'inspire de la formule classique : si P{T) = Act{Id — Tv) alors si F{T) = 
X^^>Q tr(i;^+^)T^, F est une fraction rationnelle et F{T)dT = —dlogP. Ainsi, puisque 

V est inversible 

ReSoo(-F(r)dT) = Voo{P~^) = dim(y) = tr(/(i) 
Lemme 8.1.1. — Soit 

F{T) = Huv^+^) G K[[T]] 

N>0 

La série formelle F est une fraction rationnelle de degré —1 et 

ReSoo{F{T)dT) = tr{u) 

Démonstration. — On peut supposer K algébriquement clos de caractéristique 0. Soit 

V = Vs+Vn^à décomposition de v en parties semi-simples et nilpotentes. Supposons le 
lemme démontré pour v semi-simple. On a alors 

Af+l 

" N 



N>0 k=0 ^ ^ 



fc=0 JV+l>fe 
iV>0 



dim V / _i_ T \ 

iV>0 fe=l N>k-1 ^ ^ 
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OU 

F,{T) = ^ ti{uv'„v;'v^+')r'' 

N>0 

Le terme de gauche est une fraction rationnelles par application du cas semi-simple à 

u et îy's, quant au terme de droite cela résulte du fait que pour tout 1 < k < n, Fk{T) 
est une fraction rationnelle par application du cas semi-simple à uv^vj^ et Vs- La série 
formelle F est donc une fraction rationnelle. De plus, par hypothèse, deg Fj. = — 1 et 

donc deg ( -^jq^{TFk{T)) j < —k — 1. Cela implique que 

et est donc de résidu nul en l'infini. La cas semi-simple implique donc les autres cas. 

Reste à démontrer le lemme dans le cas oii v est semi-simple. Soit donc v semi-simple. 
Pour tout w G Gh{V) 

et iï{'wuw~^) = tr(u). On peut donc supposer que V = et que la matrice de v dans 
la base canonique de K"^ est la matrice diagonale diag{Xi, . . . , An) (oii Aj 0). Notons 
{aij)ij la matrice de u. Alors, 

+CXD n 

HT) = Y.E-^^^^'-'^'' 

N=0 i=l 

A,; 



or Aj 7^ ReSoo ( ^-r-=dT\ = 1. D'où le résultat. □ 

\ 1 — AjT y 

Remarque 8.1.2. — L'intérêt de ce lemme est que si P est un polynôme alors 

ReSooP{T)dT = 

Ainsi, si l'on modifie la série définissant F(T) dans le lemme précédent par un nombre 
fini de termes on peut encore retrouver la trace de u. 



8.2. Séparation des représentations sphériques par les traces de fonctions à 
support dans les éléments réguliers 

Proposition 8.2.1. — Soit H/Qp un groupe réductif non ramifié tel que H(Qp) — >■ 
HadiQp) soit surjectif. Soit 

J2 «TrM G Groth{G{Qp))èC 

7r6/rr(G(Qp)) 

(i.e. e C etM KpC H{Qp) compact ouvert #{7r | a(7r) ^ et tt^p / (0) } < ooJ 
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Si V/p G n{H{Qp)), SUppifp) C H{Qp)reg OH a : 

^a^ir 7r(/p) = 

TT 

Alors, V TT sphérique a(7r) = 0. 

Démonstration. — Ce résultat est essentiellement contenu dans [43] dont nous utilise- 
rons librement les notations. 

Commençons par remarquer que dans [43], si le paramètre t est régulier alors la 
fonction élémentaire ft est à support dans les éléments réguliers de H{Qp). D'après la 
proposition 5 de [43] on a en prenant fp = ft avec t régulier : 

^ «TT tr 7r(/t) = 

TT sous-quotient 
d'une série principale 
non ramifiée 

i.e. on peut séparer les sous-quotients des séries principales non ramifiées des autres 
éléments de Irr(iï'(Qp)). 

Remarquant que les éléments réguliers t engendrent le groupe A(Qp)/^(Zp), la pro- 
position 7 de [43] couplée à l'indépendance linéaire des caractères (ici l'indépendance 
linéaire des caractères non ramifiés A à valeurs dans C* du groupe des points dans Qp 
d'un tore déployé maximal ) permet de séparer les tt sous-quotients de séries principales 
non ramifiées associées à des A, A' tels queVtw & W ^ X'. 

La proposition 8 (cf. également la remarque qui la suit) permet à A (modulo l'action 
de VF ) fixé de séparer dans les sous-quotients irréductibles de la série principale non 
ramifiée le sous-quotient sphérique des autres sous-quotients. D'oii le résultat. 

□ 



8.3. Le théorème 

Soit G un groupe de similitudes unitaires sur Q comme dans le I. 

Théorème 8.3.1. — Soit A G Groth{G{Af) x tel que pour tout type super- 

cuspidal (J, A) de G(Qp), \/g E J le sous- groupe compact modulo le centre associé, 
V/^ G K(G(A^)) telle qu'il existe w ^ p vérifiant supp{fw) C G{Qw)reg H existe un 
N tel que Vr G We^ vérifiant v{t) > N si 

/ = (eA * Sg) ® f 

on ait 

tr{f xt;A)=0 

Alors, 

Démonstration. — fixons a G We^ tel que v{a) = 1. Considérons la distribution sur 
GiAf) 

J]tr(/xra^+^A)T^ 

7V>0 
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qui est à valeurs dans C(T) d'après le lemme 8.1.1. Appliquant l'application linéaire 

Resoo : C(r) — >C 

à cette distribution on déduit du lemme 8.1.1 et de la remarque qui le suit que dans 

l'énoncé du théorème on peut prendre n'importe quel r E We^ indépendamment de 
Fixons TTo une représentation supercupsidale de G{Qp) et (A, J) un type associé. Notons 

A= Yl P] [p{U)] 

neIrr(G(Ay)) 

où [p{U)] e Groth(VFBj. Fixons fP G 7^(G(A^)) vérifiant 3w p supp(/^) C G(Q^)re3 
et considérons la distribution sur G{Qp) : 



7reIrr(G(Qp)) 



/ \ 

Y tr(r;nî')tr(r;p(n)) 

neirr(f;(Af)) 



tr7r(/p) 



Il résulte de la définition de Groth(G(A/) x We^) que pour tout sous-groupe compact 
ouvert Kp de G{Qp) 

^{vr I TT^p / (0) et / } < +oo 
Si Kp est tel que ex G H{G{Qp) / / Kp) alors G J Vtt 7r(eA * ôg) = Tr{ex)Tr{g) et donc, 

#{7r I TT{ex * (5g) 7^ et 7^ } < +00 
Il existe donc un ensemble fini E de caractères non ramifiés de G(Qp) vérifiant 

Vx, x' e -E" X / x' ^ TTo O X 9^ TTo x' 

et 

XI «7ro®xtl'To®x(eA *Sg)=0 

xeE 

or, tr^Q,g,;^(eA * 5g) = x(5)tr7ro(eA * <5ff) et tr7ro(eA * (5g) 7^ (lemme B.1.2). On en déduit 

ygeJ Y ^^om xig) = o 

Rappelons (annexe B) que ttq <8) x 9^ ^0 ® x' X|j 7^ xjj et donc par indépendance 
linéaire des caractères 

Otto = 



Fixons maintenant Ho G Irr(G(Aj)) vérifiant ITop — vro. Fixons toujours r G We^ - Soit 
tu une place de Q en laquelle G(Q«;) est non ramifié de type adjoint et H-Qy, sphérique. 
Fixons P'^ G H(G(Aj"')). Il résulte de l'égalité a^g = que l'on a la relation 

V/^ G W(G(Q^)) SUpp(/^) C G{Q^)reg 
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7reIrr(G(Qi,0) l neirr{G(A^)) 



t^7r(/ît 



On déduit donc du lemme 8.2.1 que 

V/P- G W(G(A7)) Vr G W^E, trnP- {F'^Mr; p(n)) = 



neIrr{G(Aj)) 

np~nQp 

Fixons un niveau RP^ tel que (ng"')^"" (0). Alors, si 

X = {W^ e Irr(G(A7)) | (n^-)^''"' / (0) et p{Uo,p ® Hq,^ n^"") ^ (0)} 

#X < +00. Les représentations semi-simples de We^ de dimension finie sur C sont 
équivalentes aux représentations semi-simples de dimension finie sur C de la C-algèbre 

iî= lim C[WEjGa\{Ë,\E,)^^] 

Il résulte alors de l'indépendance linéaire des caractères que les traces des éléments de 

n{G{Af)//KP^) (8)c R 

permettent de séparer les 

up"^ (8) p{Uo,p (8) Uo,^ ® nî'^) , up'^ex 

On en déduit donc que 

[p(no)] = 

□ 
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Soit V une donnée de type P.E.L. non ramifiée en p, et Sh^ les variétés de Shimura as- 
sociées, que nous supposerons compactes. Nous supposerons pour cela que D = Ends (F) 

est une algèbre à division. Nous supposerons de plus qu'en toutes les places finies de F, 
D est soit déployée soit une algèbre à division. Nous supposerons également que l'on est 
dans le cas (A), c'est à dire dans le cas unitaire et que le corps CM. F est de la forme 
oii /C|Q est une extension quadratique imaginaire. 
Rappelons que l'on note 

GiQp) = nGW(i^.J X G(Yl U{n-F,^)) 
iei jeJ 

Le facteur de droite n'étant pas tout à fait un produit, ses représentations ne se 
décrivent pas immédiatement à partir des représentations de chaque facteur. Afin de ne 
pas trop alourdir les notations nous supposerons donc dans ce chapitre que J = ou 
bien que #J = 1, ce qui est suffisant pour les applications que nous avons en vue. 



Si 



on note 



A= [n] ® [a{n)] G Groth(G(A/) x We,] 

neIrr(G(Aj)) 



A 



cusp 



E m ® [^(n)] 



n 

rip supercuspidale 



Théorème 9.0.2. 



1. Supposons p décomposé dans K, (et donc J = %), alors 



lim H*{ShK,Cp) 

K 



cusp 



lim H* {SWi {ho), Cp) 

K 



cusp 



2. Supposons p inerte dans K, et = 1. Supposons démontré l'existence d'une ap- 
plication de changement de base local en p pour les groupes unitaires non ramifiés 
(ce qui est le cas pour U{3), Cl. 3) et l'existence de types pour les représentations 
supercuspidales des groupes unitaires non ramifiés enp (confère B.3.2) (c'est le cas 
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pour C/(3) lorsque p ^2, B.3.1). On a alors l'égalité 



lim H*{ShK, Cp) 

K 



lim H*{Sh'i(bo),Cp) 

K 



\We^K.„,cusp 



Démonstration. — La démonstration consiste à comparer deux formules des traces, l'une 
sur la fibre générique, l'autre sur la fibre spéciale. 

Nous donnons la démonstration dans le cas oii #J = 1, le cas oii J = étant plus 
simple puisqu'il suffit dans les démonstrations de remplacer le groupe de similitudes uni- 
taires associé à la place indexée par J par . 

Commençons par rappeler quelques notations. Notons J = {j}. Fixons une représentation 
supercuspidale ttq de G(Qp). Via l'isomorphisme 

G{%) ~ W GW(F^J X GU{n- F^^) 



notons 



TTO 



oii les représentations 7ro,i et ttqj sont supercuspidales. Pour tout k dans J U J soit 
{^k,Jk) un type associé à la classe d'équivalence inertielle de 7ro,jt. Nous noterons Jk le 
sous-groupe compact modulo le centre associé (confère l'annexe B)), et Afe l'extension de 
Afe à Jk vérifiant 



jGL„ [Fy. ) r 



,GU{n;Fy.) 



'ii £ I 7ro,î ~ c — Ind - " et Vj G J ttqj c — Ind - 

Pour tout k dans I U J fixons € Jk, et soit e;^^ l'idempotent de l'algèbre de Hecke 
associé défini par 

si 5 ^ Jfc 



Posons 



fp = ^ieifi^fjeHiGiQp)) 

Soient r e H(G(Ap) et r S We^k,- 

Commençons par établir la formule des traces sur la fibre générique. Plus précisément, 
on cherche une expression pour 

tr{fxT;[H%Sh,Cp)]) 

Si la représentation II G Irr(G(Aj)) est telle que H intervienne dans [H*{Sh, Cp)], la 
non nullité de tr(/; II) implique que IIp est supercuspidale et qu'il existe un caractère 
non ramifié x de G{Qp) tel que IIp ~ tto 18 X- 
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Il résulte donc de l'annexe A que : 
tr {fxT;[H'iSh,/:p)]) 

mntrn(/)tr(^r;r^_oâ^(BC(np))|Bj.| 2 j 

neIrr(G(Aj.)) 

npe[7ro>G(Qp)l 
3n'er{G)p n=n'^ 

OÙ mn est la multiplicité d'une II' G T{G)p vérifiant II ~ 11^ et BC désigne le change- 
ment de base local (qui existe par hypothèse en la place Vj). 

On dispose seulement d'une formule des traces pour la trace d'une fonction de l'algèbre 
de Hecke (théorème 7.4.1), mais pas pour / x r. C'est pourquoi nous avons besoin du 
lemme suivant : 

Lemme 9. 0. 3. — Pour tout r G We^k^ H existe une fonction 

/; e (g) (eA, * HiGLniF,,)) * ex,) ® (ca, * n{GU{n; F,.)) * ca,) C 7^(G(Qp)) 

telle que Vx caractère non ramifié de G{Qp) on ait 

tr{fp'^ TTo (8) x) = tr{fp; ttq (8) x) ir (t; o â^(7ro ® x)!-!"^^^) 

Démonstration. — Notons Xq^(G(Qp)) le groupe des caractères non ramifiés de G{Qp) 
à valeurs dans Q^^ . Le groupe Xq^{G{Qp)) s'identifie aux points à valeurs dans d'une 
variété algébrique de type fini sur (plus précisément un tore). De plus, soit le groupe 
fini 

r = {xGXôj(G(Qp)) l^o^X^^o} 
Les fonctions régulières sur le tore quotient par F s'identifient à l'algèbre de Hecke du 
type A = (8)jAî Xj de G{Qp) (annexe B.1.2). 
Considérons maintenant la fonction 

F:X^{G{qp)) We 

/ r \ / - / \ I I dim S h 

X I — ' tr(/p;7ro (X)x) ti'(T;r^_o cj£(7ro 0x)|i?J-l ^ ) 

Étant donné que est défini au niveau des classes d'isomorphisme de représentations, 
F est invariante par F et descend donc en une fonction sur X-^{G{Qp))/r. Montrons 
que cette fonction est régulière. 

Un tel X élément de X-^{G{Qp)) est de la forme 

X = ^ieiiXi ° det) Xj 
où Vi Xi 6st un caractère non ramifié de F^ et Xj de GU{n;Fy.). Le caractère BC(xj) 

est un caractère non ramifié de GL„(F„^-) x Q^- Notons BC(xj) = {x'j ° det) Xj- 
L'application Xj ^ BC(xj) est régulière (on peut la décrire explicitement). On a alors, 

(TTo.i ^ Xi){fi) = T^oAfi) Xiidetgi) et (ttoj Xj)ifj) = '^o,j{fj) Xjidj) 
duquel on déduit 

tr(/p;7ro(8)x) = tr(/p;7ro). JJxj(det5i) Xji9j) 

iei 
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De plus, 

Vî G / fJ^TTci (^x° det) = cr/(7ro,i) cr^ (x) 

où (Te{xi) '■ — ^ Qi^ est associé à Xi théorie du corps de classe local, et 

a£(BC(7ro,j ^ Xj)) = c7KBC(7roj) ((x^- o det) ® x")) = <jKBC(7roj)) ® a^(x;) ® fT^(XjO 

Utilisant le fait que pour tout k dans / U J l'extension -BfelQp est non ramifiée on en 
déduit : 

r,-oàt{no®x){r) = {r,^oài{no){T)).]Jxiipr^^^ 

iei 

où les Pi,Pj sont des entiers associées à /x. La fonction F est donc une fonction régulière. 
D'après l'annexe B.1.2 il existe donc G 'H(A, G(Qp)) vérifiant 

Vx G Xô^(G(Qp)) F(x)=tr,o0x(/;) 

□ 

Remarque 9.0.4- — On peut aussi utiliser le théorème de Paley-Wiener scalaire ([6]) 
pour obtenir l'existence d'une fonction G 'H{G{Qp)) vérifiant 

Vtt g Irr(G(Qp)) tr,(/;) = tr,(/p) tr(r; o à,(7r)|sj.|-^) 

Cependant nous aurons besoin par la suite de l'annulation des intégrales orbitales de 
fp sur les éléments réguliers non elliptiques. Pour la fonction du lemme ci dessus 
ce sera une conséquence facile de l'appartenance de fp à l'algèbre de Hecke d'un type 
supercuspidal. Si l'on veut utiliser le théorème de Paley-Wiener scalaire et non le lemme 
ci dessus, cela est une conséquence du théorème A-(b) de [34]. 

Posons = fp 'Si f^ qui dépend donc de r. Il résulte du lemme que l'on a l'égalité 

tr(r; [H\Sh,C,)]) = tr(/ x r; [H\Sh,Cp)]) 

Supposons maintenant qu'en une place w de Q, f^ soit à support dans les éléments 
réguliers de G(Q^) (on suppose / décomposée en un produit Svfv)- H résulte de l'égalité 
précédente ainsi que du théorème 7.4.1 que : 

tr (/ X r; [iJ'(Sh, £,)]) = ^ vol{G{q)^\G{A)^)tvp{j) 0^{f;) 0^{f^) 

{7}6{G{(Q))} 
7 régulier 
-y elliptique dans G(ffi) 

Remarquons maintenant qu'étant donné que fp est dans l'algèbre de Hecke associée à 
un type supercuspidal, pour tout élément 7 de G(Qp) semi-simple régulier non elliptique 
O^(/p)=0. 

D'où la formule 

tr (/ X r; [iJ*(Sh, £,)]) = Y. vol{G{q)^\G{A)^)ivp{^) 0^{f;) 0^{fP) 

{7}e{G{Q)} 

'y régulier 
■y elliptique dans G(m) et G(Qp) 

Passons maintenant à la formule des traces sur la fibre spéciale. 
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Soit donc fp comme précédemment fixée définitivement. Soit K C G(Aj) un compact. 
Il résulte du théorème 6.12.5 appliqué à toute la variété de Shimura qu'il existe un entier 
TV tel que Vr G We^^„ v{t) > N, M P G ^(«(Ap) supp(/P) C K 

tr (/ X r; [//'(Sh, /:,)]) = ^ ^ A^,^^},, O.U") 

4> {7}e{/"*(Q)} 

où A^^i^i^T- = sauf pour un nombre fini de {(p, {7}) (ce nombre fini tendant vers l'infim 
lorsque K grossi et v{r) varient). Nous choisirons de plus N sufHsemment grand de tel 
façon que le théorème 6.12.5 s'applique également à la strate basique. 
On a donc l'égalité 

tr(/XT;[iJ*(Sh-(6o),/:p)])= E V{7},r ^tCD 

</.,6(</>)=bo{7}e{J'^(Q)} 



Remarquons que si (j) n'est pas basique et 7 G I'''{Q) alors 7 est dans une forme intérieure 
d'un Levi propre de G(Qp), Jb- 

Nous pouvons maintenant comparer les formules des traces sur la fibre générique et 
sur la fibre spéciale. 

Fixons un compact K dans G(Ap. Soit vi ^ p une place de Q décomposée dans 
/C. Supposons le compact K de la forme K^-^ x K""^ . Soit fp comme précédemment et 
fP'"^ G rL{G{A'f^)) telle que supp(/P'''i) C K''^ et en une place / est à support dans 
les éléments réguliers. Soit r G We^jCp tel que v{t) > N où N est associé à K. Pour une 
fonction f^-^ , on note fp la fonction associée à r et /"^ = /p Désormais, r et /"^ 
sont fixés. Alors, 

V/^i supp(/^J C -^^1 ^ a^^jO^ify^) =Y^ P^,{^}0^ifvi] 

7 elliptique dans G(R) et G(Qp) 

où l'on a posé 

a{^} = t;o/(G(Q)^\G(A)^)trp(7) ©^((f)'') 

et ft,^,!-!} = '^{7},r ^fif^'^^) qui dépendent de f""^ et r. 

Regroupons les termes par classes de conjugaison dans : on obtient 

/ \ 



E 



E 



a 



{7} 



{7}6{G(Q)} 
7 régulier 
7 elliptique dans G(R) et G(Qp) 



#',{7}e-r'^(Q) 

7~7' 



C7'(/fl; 



où, étant donné que supp(/^J reste dans le compact Ky^, la somme porte sur un nombre 
fini de classes de conjugaisons semi-simples régulières dans G(Q^j ) intersectant le com- 
pact Ky.^. 

Etant donné que les classes de conjugaison sont fermées, disjointes et en nombre fini 
on peut les séparer par des éléments /^^ G '^(^(Q^J) vérifiant supp(/^J C Kv-^^. 
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On obtient donc V7' G G{Qy^ ) semi-simple régulier 

Yl "{7} = H f^Mi} 

{7}e{G(Q)} 0,{7}e/'^(Q) 

7 régulier 

7 elliptique dans G(B) et G(Qp) ' ' 

Remarquons maintenant que si (p est non basique et 71 G I'^{Q) régulier, 71 ne peut 
être conjugué dans G(Q^j) à un élément 72 de G{Q) elliptique dans G{Qp). En effet, 
71 vu comme élément de Ji, se transfert en un élément 7J de M{b) (le centralisateur 
du morphismc des pentes) la forme intérieure quasi-déploycc de J5 (l'explicitation de 
l'existence de ce transfert est faite à la fin du théorème III. 7. 3. 2). L'élément 72 serait 
alors stablement conjugué à un élément 7J d'un Levi propre de G{Qp) ce qui d'après le 
lemme 7.3.1 est incompatible avec le fait que 72 est elliptique régulier. 
On en déduit donc : 

4) non basique 

{^}e{/<A(Q)} 

On peut maintenant appliquer de nouveau le théorème 6.12.5 à la strate basique pour 
obtenir que V/^^ , supp(/t,i ) C Ky^ 

tr (/ X r; [H'{Sh,C,)]) = tr (/ x r; [H'{Sh-^{bo), Cp)]) 

Nous pouvons mainteant faire varier f'"'^ et r tels que supp(/^i) C K'"^ et v(t) > N. On 
peut alors appliquer le théorème 8.3.1 pour conclure. □ 

Remarque 9.0.5. — Dans le théorème précédent, dans le second cas, lorsque G est 
un groupe de similitudes unitaires en trois variables la restriction de We^ à We^Kp est 
inutile. C'est une conséquence du théorème A. 7.8. 



PARTIE IV 



APPLICATION A LA 
COHOMOLOGIE DES ESPACES DE 
RAPOPORT-ZINK DE TYPE E.L. ET 

P.E.L. 



CHAPITRE 10 



Nous démontrons dans cette partie les principaux résultats de cette thèse, à savoir les 
conjectures de Kottwitz ([50] conjecture 5.1, [25] conjecture 5.3 et la conjecture 5.4 qui 
est une généralisation de la conjecture de Kottwitz) pour la partie supercuspidale de la 
cohomologie des espaces de Rapoport-Zink basiques suivants : 

• Les espaces de type E.L. non ramifiés pour lesquels le groupe est anisotrope 
modulo le centre ou bien égal à G (théorèmes 10.1.4 et 10.1.5) (la restriction sur 
J(, provient du fait que cette hypothèse simplifie la comparaison des formules des 
traces) 

• Pour les espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe unitaire f7(3) sur 
des extensions de degré impaires de Qp , p 7^ 2, nous les démontrons pour les 
représentations supercuspidales stables. Nous démontrons des résultats plus faibles 
pour les autres représentations supercuspidales. (théorème 10.2.2) 

• De même pour U{n) en supposant certains faits connus concernant l'analyse har- 
monique sur les groupes unitaires locaux et globaux en n variables. 

Avec le cas des espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe U{2>) nous 
donnons ainsi le premier exemple de loi de réciprocité locale non abélienne construite 
géométriquement et associée à des groupes autres que des formes intérieures du groupe 
linéaire. 

Remarque 10.0.6. — Si l'on sait démontrer la conjecture de Kottwitz pour les espaces 
de Rapoport-Zink associés à des données simples, on sait la démontrer pour des produits 
de tels espaces, c'est à dire des espaces associés à des données semi-simples. C'est une 
simple application de la formule de Kiinneth. En particulier, les résultats annoncés restent 
valables pour des produits des espaces non ramifiés de type E.L. et P.E.L. pour lesquels 
le résultat est démontré. 



10.1. Espaces de type E.L. non ramifiés 

10.1.1. Construction de données globales à partir de données locales. — 
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10.1.1.1. Le résultat de Clozel. — Commençons par rappeler les résultats de la seconde 
section de [12] qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille de 
formes intérieures locales d'un groupe unitaire presque-partout localement triviale pro- 
vienne d'un groupe unitaire global. Ces conditions sont déduites du formalisme développé 
par Kottwitz pour étudier la cohomologie galoisienne des groupes réductifs sur les corps 
de nombres. 

Soit donc F un corps CM. de sous corps totalement réel maximal F"*". Supposons 
nous donnée une famille {Uy)v, où v parcourt les places de de groupes unitaires en 
n variables sur (nous entendons par là que Uy est une forme intérieure du groupe 

U{n)p+ où U{n)/F^ est le groupe unitaire quasi-dépolyé en n variables associé à l'ex- 
tension quadratique F\F'^). Soit <ï> un type CM. de F. Lorsque v parcourt les places 
infinies de F"*", les groupes C/„ sont donc donnés par des couples d'entiers {Pt-,<1t)t&^ tels 
que si r induit v alors 

Uv ^ U{pr,qr) 

Si V est une place de F"*" décomposée dans F, Uy est du type GLa(D) oii a\n et D/F^ 

r 

est une algèbre à division d'invariant — avec r A n/a = 1. Avec les notations de (2.3) 

n/a 

de [12], lorsque n est pair, l'invariant local associe dans /v,^ ~ Z/nZ est ra mod n. Dans 
ce cas, la composante en v de l'invariant global associe est donc ra mod 2. Qui est non 
nul ssi a est impair (puisque a impaire implique r impair). 

Si V est une place finie de F+ inerte dans F, si n est impaire, il y a un unique groupe 
unitaire en n variables sur F+, le groupe unitaire quasi-déployé. Le groupe Uy est donc 
ce groupe. Si n est pair, il y en a deux : la forme quasidéployée et l'autre (suivant que le 
discriminant de la forme hcrmitienne définissant le groupe est une norme de l'extension 
quadratique ou non). Dans ce cas là, il y a donc deux possibilités pour Uy. 

Les résultats de la section 2 de [12] s'énoncent ainsi : 

Proposition 10.1.1. — Supposons que pour presque toutv, Uy est quasi-déployé. 

Si n est impair, il existe un groupe unitaire U / F+ tel que Vu Up+ ~ Uy . 

Si n est pair, notons A le cardinal de l'ensemble des places finies déployées de F'^ 
telles que Uy soit de la forme GLa(Z)) avec a impair, notons B le cardinal des places 
finies inertes de F^ telles que Uy soit non quasi-déployé. Il existe un groupe unitaire 
U/F^ tel que Vu Up+ ~ Uy ssi 

^[F+ : q] -^^Pr = A-^ B mod 2 

Dans tous les cas, U est le groupe unitaire associé à (B,*) où B/F est une algèbre 
simple et * une involution de seconde espèce. 

10.1.1.2. Un lemme. — 

Lemme 10.1.2. — Soit F'\Qp une extension de degré fini. Il existe un corps de nombres 
totalement réel tel que p soit inerte dans F^ et F^ F' . 

Démonstration. — Écrivons pour cela F' = Qp(a) avec P € Qp[-'l^] le polynôme minimal 
de a. On peut choisir a tel que P soit unitaire à coefficients dans Zp. Notons d le degré 
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de P. Alors, le lemme de Krasner montre que pour Q G Zp[X] suffisamment proche de 
P, Q est irréductible et une racine de Q engendre F'. 

Par densité de Z dans Zp le lemme se ramène alors à montrer que pour tout polynôme 

Q € Z[X] de degré d, pour tout voisinage p-adique de Q dans les polynômes à coef- 
ficients entiers de degré d il existe un polynôme dont toutes les racines soient réelles. 
Le fait que dans dans l'extension construite à partir d'une racine d'un tel polynôme, p 
reste inerte est conséquence du fait que le polynôme de est irréductible dans Qp[X]. 

Soit E = M.[X](i le M-espace vectoriel des polynômes de degré inférieure ou égal à 
d. Pour tout entier N, p^.Z[X]d est un réseau de E. Considérons l'isomorphisme de 



-espaces vectoriels 



ip:E — > M'^+^ 



R ^ iRiO),...,Rid)) 

Le groupe (^(p^.Z[X]d) est un réseau de M'^"'"^. Et l'on veut montrer que ip{Q+p'^ .1j[X]d) 
intersecte l'ensemble {xq < 0, > 0, X2 < 0, . . . }. Or on montre aisément que pour tout 
réseau A et tout x G 1^*^+^ , x + A intersecte un tel ensemble. □ 

10.1.1.3. Construction d'une donnée de type P. E.L. globale à partir d'une donnée de 
Rapoport-Zink locale de type E.L. non ramifiée simple. — Soit {F', V', b', fi') une donnée 
de type E.L. non ramifiée simple (L2.2.1.1) sans sa classe de o"-conjugaison. Nous notons 
n = Av[ïipi{V'). Soit F"*" un corps de nombres totalement réel dans lequel p est inerte et 
tel que F^ ~ F' (lemme 10.1.2). Nous fixons définitivement un isomorphisme F^ F' . 
Soit /C un corps quadratique imaginaire dans lequel p est décomposé. Notons F le corps 
CM. F~^IC. Notons p = viv^ la décomposition de p dans F. Fixons un plongement 
u : Q Qp (où, rappelons le, Q C C). Définissons le type CM. $ de F de la façon 
suivante : 

$ = {r G Hom(F, Q) \ or : F induit vi } 

Rappelons que le cocaractère /x' est donné par des couples d'entiers (p'^, Çr)^gHomQ (F' Q^)- 
Pour T G T induit un plongement u o t : F Qp qui via l'isomorphisme F^^ ~ F' 
(induit par l'isomorphisme F^ ~ F') induit un plongement «(r) G HomQp(F', Qp). Nous 
noterons {pr,qr) = ip'a(r)^ iL(t))- 

Construisons un système {U,o)v comme dans le 10.1.1.1. Pour toute place v de F'^ 
divisant l'infini, il existe un unique r G $ tel que r induise v. Posons alors 

Uy = U {pr, Qt) 

Posons également 

Up = GLn{F') 

Choisissons une place finie w de F+ différente de p, décomposée dans F, et posons Uyj 
comme étant égal au groupe des unités d'une algèbre à division sur Posons pour toute 
place finie w' de F^ décomposée dans F, différente de p et w, Uw' = GL„(F^,). Si n est 
impair, faisons un choix quelconque (presque partout quasi-déployé) de groupes unitaires 
Uyjii en les places w" de inertes dans F. Si n est pair, on peut toujours choisir le 
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nombre de U^'' non quasi- déployés de tel manière que l'équation de la proposition 10.1.1 
soit satisfaite. 

A ce choix de groupes locaux, la proposition 10.1.1 associe un couple (0, *) oii B est 
une algèbre simple sur F et * une involution de seconde espèce sur B. 

Etant donné qu'en la place B est une algèbre à division, B est une algèbre à division. 
Posons 

B = 

qui est donc muni de l'involution *. Sur M l'involution * devient conjuguée à une invo- 
lution positive. D'après le lemme 2.8 de [41], l'ensemble des b G B*^^ (g) M tels que le 
produit symétrique (x, y)h = tTBg^/w[^^y*) sur i?R x B^ soit positif est un cône ouvert non 
vide. Par un argument de densité, cet ensemble rencontre donc l'ensemble B^ (1 B*^^. 
On en déduit qu'il existe un b € tel que b* = b et tel que l'involution # définie sur 
B par 

yxeB X* = bx*b-^ 

est une involution positive de seconde espèce. Fixons un tel b et notons # l'involution 
associée. Soit /? G F tel que 

/3# = -p. Posons V = B vu comme -B-module à gauche. 
Considérons le produit < ., . > défini sur V x V par 

\/x,y €V < X, y >= ti b /Q{xb'^ (3y*) 

C'est un produit symplectique qui fait de V un (B, #)-module hermitien. De plus. 

Va G S = EndB(F) Vx,y G F <a{x),y> = <xa,y> 

= ^'CB/Q{xab~'^f3y*) 

= tTB/Q{xb~'(3{bab-')y*) 

= tiB/Qixb-'Piy ibab-^)*)*) 

^ ' 

a* 

= <x,a*{y)> 

On en déduit donc que B = EndB(y) muni de l'adjonction associée à < ., . > est égal 
au couple {B,*). Soit G le groupe des similitudes unitaires associé à {B,#,V,< .,. >) 
et Gi le groupe unitaire. Le groupe Gi est donc le groupe unitaire associé à (B,*). 
Etant donné qu'à l'infini les signatures {pr, Qt) sont fixées, il existe une unique classe de 
Gi(M)-conjugaison h de morphisme d'algèbre à involution de (C, c) dans {B, *) telle que 
le produit < ., h{i). > soit défini positif. Fixons un tel /i : C — > Ends (F). Et posons 

V={B,#,V,< .,.>,h) 

qui est une donnée de type P.E.L. au sens du chapitre I. 

D'après le choix fait pour $ et les {pr^Qr) en fonction des {p'^,q'^) on en déduit la 
proposition suivante : 

Proposition 10.1.3. — Étant donnée une donnée locale de type E.L. non ramifiée 
simple sur une extension de Qp, il existe une donnée globale de type P.E.L. T> = 

{B,^,V, < .,. >,h), un plongement u : <Q ^ <Qp tel que via v, T> induise (i.e. après 
équivalence de Mérita, confère 1.2.2.4) donnée locale. On peut de plus supposer que 
EndB{V) est une algèbre à division qui est en toutes les places finies soit déployée, soit 
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une algèbre à division. On peut également supposer le corps CM. F de la forme F^K, 
où IC est un corps quadratique imaginaire et où p est inerte dans et décomposé dans 
K. 

10.1.2. Le théorème principal. — Si H est un groupe réductif p-adique, si V est un 
iJ-module lisse, on peut définir le sous i7-module Vcusp de V , la partie supercuspidale, 
en utilisant par exemple le centre de Bernstein : 

^cusp — c.V^ 
e 

où e parcourt les idempotents du centre de Bernstein de H associés aux classes d'équivalences 
inertielles des représentations supercuspidales de H. 

Théorème 10.1.4- — Soit (V,F,b,iJ,) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. 
non ramifiée simple basique. Soit E G Qp le corps réflex associé. Supposons le groupe 
réductif .Jh anisotrope modulo son centre, c'est à dire Jb = pour une algèbre à di- 
vision D sur F d'invariant calculé en fonction de ji. Notons JL la correspondance de 
Jacquet-Langlands. Soit vr une représentation irréductible de Jb telle que JL{'ïï) soit su- 
percuspidale. Il y a une égalité dans le groupe de Grothendieck Groth{G{i^p) x We) 

lim Homj,{Hl{MKèCp,Qe),Tr)Usp = [^^tt)] [r^ o JL(7r))|£;] M ^ 

i K 

OÙ ài la correspondance de Langlands locale "absolue" l-adique pour le groupe linéaire 
(A. 7.1) etr^ la représentation du L-groupe associé (A. 7. 2) sur E. 

Rappelons avec les notations du 1.2.1.1 que la classe de conjugaison de fj, est donnée 
par des entiers (ai)îez/dZ) et que Jb est anisotrope ssi 

J A n = 1 

Alors, Jb = où l'invariant local de D est ^ J2i ^ Q/^- 

Il peut également arriver, lorsque n\^^ai, que Jb soit égal à G(Qp). Cela ne veut 
pas dire que les groupe p-divisiblcs associés sont étales (ce qui est la cas ssi Vi = 0), 
car le groupe Jb tient compte de l'action de F. Dans ce cas là, la correspondance de 
Jacquet-Langlands est l'identité et on a le théorème suivant : 

Théorème 10.1.5. — Soit {V,F,b,ii) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. 
non ramifiée simple basique. Soit E C Qp le corps réflex associé. Supposons le groupe 
réductif Jb égal àG = GL„. Soit n une représentation irréductible supercuspidale de Jb. 
Il y a une égalité dans Groth{G{Qp) x We) 

lim Homj^{Hl{MKèCp,Q'e),T^)]cusp = M ® [r^, o à£(7r)|E] 

i K 

Voici la démonstration des deux théorèmes ci dessus : 
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Démonstration. — Soit X> une donnée de type P.E.L. globale induisant la donnée locale, 
comme dans la proposition 10.1.3. Soit Sh la variété de Sliimura associée. Le groupe 
G{Qp) est GL„(F„) x (oii est le corps local noté F dans les énoncés). Notons 
M{b, jj) l'espace de Rapoport-Zink local associé à la donnée locale. L'espace de Rapoport- 
Zink associé à P en p et à la classe basique h G B{Gqj^, ^q^) est donc 

D'après les résultats de l'appendice A, dans le groupe de Grothendieck Grotli(G(Aj-) x 
WeJ, si 

[iï*(Sh, Cp)] =1 ker\Q, G) \ [H] ® [Re,p,^m 

neIrr(G(Ay)) 

la représentation semi-simple [iÎ£ p^^(n')] est non nulle ssi il existe II G T{G)p telle que 
n' ~ Ilf. De plus, pour une telle II G T(G)p, contribuant à [H' (Sh, Cp)]cusp, i-e. telle 
que IIp soit supercuspidale, 

dim S h 

[Re,p,t^{Uf)\ = mu[r^ o âi{Up)] \.\ 2 

oir niYi désigne la multiplicité de II dans l'espace des formes automorphes sur G. On 
obtient donc l'égalité suivante 

[H'{Sh,i:p)U,p=\kev\Q,G) I Yl [^f]<^K°M^)] M""^ 

neT(G)p 

Ilp supercuspidale 

Soit (j) une classe d'isogénie intervenant dans la strate basique et I'^ le groupe réductif 
associé. Rappelons que /"^(M) est la forme compacte modulo le centre de que 
IHQp) = Jb^ et que I^iAj) = G(A^). 

Le corollaire 5.0.18 couplé au théorème 9.0.2 montre que l'on a l'égalité suivante : 

[H'{Sh,£p)Usp=\^eT\Q,G)\ Yl t ^omj^^^.{H',{MK{Vq^,b),Wi),^p)]m' 

ner(/</') k 
noo=p 

Ilp supercuspidale 

Si IIp = TTi (g) X oii TTi est une représentation irréductible de Jb et x un caractère de , 
il y a un isomorptiisme 

lim lîomj^^Q^{H*{MK{'DQ^,b),We),'np) = lim Homj,(/f*(A^K(6, /i), Q^), tti) ® x 



K K 

X 

V 



comme représentation de G(Qp) = GL„(F) x 

Fixons p = 1. Il existe une représentation automorphe II de /"^ telle que Ilp 
TT (8" 1 et IIoo = 1 ([11])- Utilisons le théorème A.4.1 appliqué aux groupes formes 
intérieurs /"^ et G. On obtient alors le résultat en égalant les deux expressions ci des- 
sus pour [iJ* (Sh, £p)]cusp et en prenant la partie Il^-isotypique (après avoir divisé par 
I ker'''(Q,G) | mn, oii mn désigne la multiplicité de II dans l'espace des formes auto- 
morphes sur I't> qui est égale à celle de tToo ® JL{Tlp) IIj dans l'espace des formes 
automorphes sur G pour une représentation de la série discrète tToo ayant de la cohomo- 
logie dans p, d'après A.4.1). □ 
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10.2. espaces de type P.E.L. 

10.2.1. Construction de données globales à partir de données locales. — Soit 
F'\Qp une extension non ramifiée de degré pair. On veut trouver un corps de nombres 
totalement réel F+ et un corps quadratique imaginaire JC\Q dans lesquels p est inerte, 
tels que F+ et )Cp soient linéairement disjointes (c'est à dire p reste inerte dans F+/C) 
et tels que F' = F.^lCp. Cela est possible ssi [F' : Qp] n'est pas un multiple de 4 (utiliser 
le Icmme 10.1.2). De la même manière que pour la proposition 10.1.3 on montre alors la 
proposition suivante : 

Proposition 10.2.1. — Étant donnée une donnée locale de type P.E.L. non ramifiée 
simple sur une extension de Qp de degré qui n'est pas un multiple de 4, il existe une 
donnée globale de type P.E.L. T> = (B,^,V, < .,. >,h), un plongement u : Q ^ Qp 
tel que via u, V induise la donnée locale. On peut de plus supposer que EndsiV) est 
une algèbre à division qui est en toutes les places finies soit déployée, soit une algèbre 
à division. On peut également supposer le corps CM. F de la forme où JC est un 

corps quadratique imaginaire. 



10.2.2. Le théorème principal pour GU{3). — 



Théorème 10.2.2. — Soit (F,*,V,< .,. >,b,iJ,) une donnée locale de type P.E.L. non 
ramifiée simple basique. Supposons p ^ 2, [F : Qp]/2 impair et dimpiV) = 3. Soit 
E G Qp le corps réflex associé. 

1. Soit V : Wq^ ^ une classe de conjugaison de L-paramètre vérifiant : im{ip) 
n'est pas contenue dans pour un sous groupe de Borel B de G. Soit n(^) le 
L-paquet supercuspidal de représentations de G{Qp) associé (C.1.4-2). Rappelons 
que Jb = G{Qp) = GU{3). Il y a une égalité dans Groth{G{Qp) x We) • 



E 

7reli(^) 



lim 
K 



Homj^ (^H*{MKèCp,Qe),7r 



cusp 



7ren(V') 



Et PtÇt 

4 



En particulier, si Ii{tp) est stable la conjecture de Kottwitz est vérifiée. 

2. Soit ^ un caractère du groupe endoscopique H de U{3) (appendice C) et StniO 
la représentation de Steinberg associée. Soit n(S't/f(Ç)) = {7i"^(Ç)) ^^(0} ^'^ ^' 
paquet transfert endoscopique à U{'i) (Cl. 6). Soit H = {tt^jTT*} un L-paquet de 
représentations de G{Qp) tel que '^fu(^^-j = '^^(Oi ^((/(s) — '^^iO- ^ est associé un 
L-paramètre if) : Wq^ x 5^2 (C) — > ^G. Il y a une égalité dans Groth{G{Qp) x We) ■' 



lim HomjjH*{MK^Cp,qe),Tr' 



K 



+ 



cusp 



Ivm ExtX_Usse{K{MKèCp, Q^), TT^) 
K 



cusp 



4 
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3. Soit X un caractère de G(Qp) et Stcix) lo, représentation de Steinberg associée. Il 
y a une égalité dans Groth{G{Q) x We) ■' 



Ext\_usse {H:{MKèCp,Qe),StG{x)) 



= 

cusp 



Démonstration. — Soit V une donnée globale de type P.E.L. induisant la donnée locale 
comme dans la proposition 10.2.1. Soit Sh la variété de Shimura associée. Il y a un 
isomorphisme d'espaces analytiques Ai{'DQ^,b) ~ Âi{b,fj,). Soit (p une classe d'isogénie 
intervenant dans la classe basique. 

Dans les trois cas de l'énoncé, pour chacun des L-paquets locaux en p, U (dans le 
troisième cas {Stcix)} 6st un L-paquct, confère page 174 de [53]), on peut trouver une 
représentation irréductible de G(Ay), UP, telle que 

VTTp G n IViVoo (8) TTp G T{I'^)TriVoo 

En effet, il suffit de choisir une représentation vTp G H, de la globaliser ([11]) (dans le 
troisième cas cela est une conséquence du fait que Stcix) est de carré intégrable). Alors, 
les L-paquets globaux de représentations de G étant stables (c'est une conséquence du 
fait que Ends (F) est une algèbre à division, [53] théorème 14.6.3) tous les éléments 
d'un même L-paquet apparaissent avec la même multiplicité dans le spectre discret de 
G (multiplicité qui est 1). 

Utilisons le théorème A. 7. 8 Le résultat s'en déduit comme dans la démonstration du 
théorème 10.1.4 en prenant la partie 11^ isotypique dans les deux expressions différentes 
pour [H* {Sh, Q£)]cusp en termes de représentations automorphes de G et I'^, et en uti- 
lisant le fait que si deux représentations automorphes de G, resp. i"^, sont isomorphes 
hors p elle sont dans le même L-paquet global et que donc leur composante en p sont 
dans le même L-paquet local ([53]) (et en utilisant également le fait énoncé ci dessus que 
la multiplicité est constante pour tous les éléments d'un même L-paquet global). □ 

10.2.3. Spéculations. — Le théorème précédent ne donne une démonstration de la 
conjecture de Kottwitz que dans le cas des représentations supercuspidales tt telles 
que {vr} soit un L-paquet, c'est à dire telles que le changement de base de tt soit une 
représentation supercuspidale de GL3(F) x K^. La raison de "l'échec" de la méthode 
dans le cas des autres représentations supercuspidales de G(Q) est que quelque soit la 
globalisation d'une représentation locale en une représentation globale de G, le L-paquet 
global obtenu (il faudrait plutôt parler de A-paquet) est stable et donc les multiplicités 
de chaque élément sont égales. On obtient donc dans tous les cas dans les membres de 
gauche du théorème 10.2.2 une somme sur tous les éléments du L-paquet local qui ne 
permet pas de séparer chaque terme. 

Voila une stratégie permettant d'attaquer la conjecture de Kottwitz dans les autres 
cas : il faudrait travailler avec des groupes unitaires G qui ne sont plus associés à une 
algèbre à division mais à Ms(F). En effet, dans ce cas là le spectre discret de G est 
beaucoup plus riche que dans le cas précédent. Par exemple, avec les notations de Cl. 4.2 
si p est une représentation supercuspidale stable de H{Qp), si Il{p) désigne le L-paquet 
associé de ^7(3) celui ci est de cardinal 2. On peut globaliser p en une représentation de 
l'analogue global du groupe endoscopique local H ([53]) dont le changement de base à 



10.2. ESPACES DE TYPE P.E.L. 



155 



GL2 est cuspidale, puis considérer le transfert endoscopique global de cette représentation 
à U{2i). Notons H le L-paquet global obtenu. Avec les notations de [53], H € ne(G). En 
p, le L-paquet local associé à H est le L-paquet local Tl{p). De plus, les multiplicités de 
chaque élément de ce L-paquet global dans le spectre discret de G sont calculées dans 
[53] (confère également [54]). Ces multiplicités ne sont pas constantes. On peut ainsi 
espérer obtenir suffisamment de relations pour isoler chaque facteur dans les sommes des 
membres de gauche du théorème 10.2.2. Cependant, pour l'algèbre à division M^{F) les 
variétés de Shimura associées ne sont pas en général compactes. Pour avoir des variétés de 
Shimura compactes, il faut imposer que le groupe unitaire à l'infini possède un facteur 
simple compacte (c'est à dire 3t = ou q-^ = 0). Cela implique que la variété de 
Shimura est propre sur la fibre générique. Il resterait à vérifier que c'est également le cas 
pour les modèles entiers (un exercice en théorie des modèles de Néron). 
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RÉSULTATS CONCERNANT LES 
REPRÉSENTATIONS AUTOMORPHES DES 
GROUPES UNITAIRES, LEUR COHOMOLOGIE ET 
LES REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES 

ASSOCIÉES 

A.l. Hypothèses générales 

Soit T) = (B, *, V,< ., . >, h) une donnée de type P.E.L. globale comme dans le premier 
chapitre. 

Nous supposerons dans cet appendice que que Ends (F) est une algèbre à division 

D sur le corps CM. F. Les variétés de Shimura associées sont donc propres. Nous 
supposerons de plus que le corps F est de la forme F^IC où /C|Q est une extension 
quadratique imaginaire. Nous ferons également l'hypothèse qu'en toute place v de F, 
l'algèbre simple est soit déployée soit une algèbre à division. 
Soit $ un type CM. de F. Rappelons que 

où Pr + Qt = n et que 

G(C) ~ JJgl„(C) xC" 

Rappelons que p est une représentation algébrique irréductible de dimension finie de Gc 
et que nous notons également p sa restriction à G(M). 

Si V est une place finie de F divisant un premier p de Q décomposé dans /C, le groupe 
GLin{F^) est un facteur de G(Qp). Si H est une représentation automorphe de G on peut 
donc définir IT^,, comme représentation irréductible de GL„(Ft,). 

Le groupe G étant anisotrope modulo son centre, l'espace des formes automorphes sur 
G de caractère central fixé est décomposé discrètement ; il n'y a pas de spectre continu. 
Si n est une représentation automorphe de G on peut donc définir sa multiplicité comme 
étant la multiplicité de la classe d'isomorphisme de LI dans le (500, K^q) x G(Aj)-module 
admissible des formes automorphes se transformant selon le caractère central de H. Nous 
noterons mu cette multiplicité. 
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A. 2. Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur la pureté de la cohomologie 

des représentations automorphes 

Certains des résultats énoncés ci dessous sont démontrés par Clozel dans [12] (on 
pourra également consulter le corollaire VII. 2. 7 de [26]) . Ils sont démontrés dans le cas 
de signature quelconque par Harris et Labesse dans des notes non publiées. 

Définition A. 2.1. — Nous noterons T(G)p l'ensemble des représentations automorphes 
n de G vérifiant que IIoo a de la cohomologie dans p. 

Bien que son énoncé ne le fasse pas apparaître, la démonstration du résultat qui suit 
utilise la cohomologie des variétés de Shimura de type P.E.L., et notamment les résultats 
de Kottwitz sur la cohomologie en une place de bonne réduction ([40]), couplés aux 

estimations connues sur les valeurs propres des composantes locales des représentations 
automorphes unitaires ciispidalcs de GL„ (c'est à dire les estimations connues concernant 
la conjecture de Ramanujan). Plus précisément, si II est une représentation automorphe 
de G intervenant dans la cohomologie de la variété de Shimura associée, le lien démontré 
par Kottwitz entre les valeurs propres de Probenius en une place de bonne réduction (qui 
vérifient certaines conditions grâce au théorème de pureté de Deligne) et les paramètres 
de Hecke associés permettent de démontrer que le motif (tout du moins sa réalisation 
^-adique. De Rham...) découpé par lif dans la variété de Shimura est pure de poids 



Théorème A. 2. 2. — Soit U G T{G)p telle qu'il existe un premier p de Q décomposé 
dans JC et une place finie v de F divisant p vérifiant : soit dans la série discrète. 
Alors, 



De plus, IIoo appartient au L-paquet de la série discrète de G(M) formé des représentations 
de la série discrète de G(M) ayant de la cohomologie dans p. Ce L-paquet est exactement 

la fibre du changement de base vers G(C) en l'unique représentation tempérée de G(C) 
ayant de la cohomologie dans p . Son cardinal est égal à dimr^u où r^ est la représentation 
du L-groupe de G associée à p ([45]) (confère A. 1.3). 

Théorème A. 2. 3. — Sous les hypothèses du théorème précédent, supposons de plus 
que Hy soit supercuspidale. Alors, pour toute représentation vr^ de G(M) dans le L- 
paquet de la série discrète ci dessus H' = vr^ (g) Il y G T{G)p. De plus, les multiplicités 
fnn, Tin' de H et H' sont égales. 

A.3. Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur le changement de base qua- 
dratique stable 

Nous énonçons ici un théorème de Harris et Labesse démontré dans des notes non 
publiées. Le cas de signature (l,n — 1) est démontré par Clozel dans [12] (dans le VII. 2 
de [26] le résultat de Clozel est expliqué en détails, il y est également expliqué comment 
passer du cas des groupes unitaires au cas des groupes de similitudes unitaires). Les 
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morphismes de L-groupes associés aux fonctorialités de Langlands que démontrent ce 
théorème sont exposés dans la démonstration du théorème A. 7. 2. 

Soit p un premier de Q décompose dans K., p = wqWq. Supposons l'algèbre à division 
D = EndB(T^) déployée en p. Si {vi)içi désigne un ensemble de représentants des classes 
de places v divisant p modulo l'action de c, 

iei 

et si TT = {^iTTi) (g) X est une représentation irréductible de G{Qp) on peut définir le 
changement de base quadratique de tt comme étant 

BC{Tr) = {^iem (8) 7^^) (x ® x~^) 

Lorsque D n'est plus déployée en p on peut encore définir un changement de base qua- 
dratique stable en composant le changement de base qui vient d'être décrit avec la 
correspondance de Jacquet-Langlands locale. 

Si maintenant p un premier de Q en lequel Gq^ est non ramifié, si vr est une représentation 
sphérique de G{Qp) on peut alors définir le changement de base non ramifié de vr comme 
représentation de 

nGL„(F,)x J]/C^ 

v\p w\p 

où V parcourt des places de F et u) de /C. Dans le cas oii p est décomposé dans /C on 
retrouve le cas précédent restreint aux représentations sphériques. Dans le cas oti p n'est 
pas décomposé dans /C, si BC{'k) = {®vT^v) ® Xw, on a les relations 

Le théorème qui suit énonce l'existence d'un changement de base quadratique stable 
pour des représentation automorphes de G vers celles d'un groupe linéaire. Le mot stable 
signifie que l'on a composé un changement de base quadratique avec une correspondance 
de Jacquet-Langlands. 

Théorème A. 3.1. — Soit H G T{G)p telle qu'il existe un premier p décomposé dans 
KL et une place v de divisant p telle que li^ soit supercuspidale. Il existe alors une 
représentation automorphe cuspidale U.' de GLn{A.p) ainsi qu'un caractère de Hecke x 
de vérifiant 

• X = Xn|A^ 

• Si Ilp est non ramifiée alors (H' ® x)p est le changement de hase non ramifié de Yip 

• n'oQ est de la forme 

OÙ W^Ty'j^ est l'unique représentation tempérée de Gi(C) ayant de la cohomologie 
dans /9|Gi(C)- F>e plus, 

OÙ C G(C) désigne l'inclusion du facteur de similitude. 
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• n' ~ n'" 

• Si p est décomposé dans JC alors 

comme représentation de {Resp/QGLn x Res^QGm)iQp) ■ 

• Xn'IA^ = X/X" 

Par multiplicité un forte, une telle représentation automorphe H' est unique. 

A.4. Résultats de Harris et Labesse sur la comparaison entre la formule des 
traces pour deux groupes unitaires formes intérieures 

Soit V une place finie de F vérifiant v ^ v'^. Soient G\ et G2 deux groupes unitaires 
comme ci dessus, formes intérieurs l'un de l'autre tels que Gi(Aj) = G2(Aj). Nous 
notons JL le transfert local des représentations supercuspidales de Gi^ et G^v vers les 
représentations de leur forme intérieur quasidéployée : GL„(i^„). 

Théorème A.Jf..l. — Soit IIi G T{G\)p telle que JL(ni^) soit supercuspidale. Alors, 
pour toute représentation 71^0 de G2(M) faisant partie du L-paquet de la série discrète 
ayant de la cohomologie dans p, il existe une II2 G T{G2)p telle que 

• n2oo = TToo 

De plus, pour une telle JI2 

jL(n2„) = JL(ni„) 

et les multiplicités de Tl\ et H2 sont égales. 

On déduit en particulier de ce théorème, du théorème A. 2. 2 et de la formule de Ma- 
tushima que si IIi est comme dans l'énoncé, la multiplicité de IIi j dans la cohomologie 
de la variété de Shimura associée est 

multiplicité (IIi) x dimr^^ 

Nous verrons en fait dans le théorème A. 7. 2 que le facteur dimr^u est la dimension 
d'une représentation galoisienne telle que la représentation galoisienne décomposée par 
riij dans la cohomologie est multiplicité (ni)-fois cette représentation. Dans le cas de 
la signature (1, n — 1) ce théorème de divisibilité est démontré par Taylor en utilisant 
la théorie de Hodge-Tate p-adique (à l'origine dans une lettre de Taylor à Clozel, cet 
argument est esquissé dans [23] page 102 ; pour plus de détails, confère [26] et notamment 
le lemme II. 2. 2 et la proposition VIII. 1.8). Dans le cas général, nous déduirons ce résultat 
du cas de signature (l,n — 1) (théorème A. 7.2). 
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A. 5. Résultats de Clozel, Harris, Kottwitz et Taylor sur les représentations 
galoisiennes 

Voici une partie de l'énoncé du théorème VIII. 1.9 de [26] qui généralise le théorème 
principal de [12]. 

Théorème A. 5.1. — Soit II une représentation automorphe cuspidale de GLn{Ap) 
satisfaisant les hypothèses suivantes : 

• IIoo a même caractère infinitésimal que P|Gi(C) 
Il existe alors une représentation continue 

iî^(n) : Gal(F|F) GL„(Q^) 

vérifiant 

• En toute place v de F ne divisant pas i la restriction de Re{Il) à Wp^ est a^Çn^) 
\.\^~ où ai désigne la correspondance de Langlands locale pour GL„(Ft,). 

• En toute place v où Ri{lV) est non ramifiée, les valeurs propres de Frobenius sont 
algébriques pures de poids n — 1 

A. 6. Résultat de Kottwitz sur les représentations galoisiennes obtenues dans 
la cohomologie des variétés de Shimura en une place de bonne réduction 

Dans l'article [40] Kottwitz démontre qu'en presque toutes les places de bonne réduction, 
la correspondance de Langlands locale non ramifiée est réalisée dans la cohomologie des 

variétés de Shimura que nous considérons. Ce résultat est le corollaire des nombreux tra- 
vaux de Kottwitz sur la stabilisation de la fornuilc des traces ainsi que de ses travaux sur 
le comptage des points des variétés de Shimura sur les corps finis ([41]). Nous renvoyons 
le lecteur au théorème 1 de [40] (et au nombreux travaux antérieurs de Kottwitz) pour 
l'énoncé. Le théorème A.7.2 est une généralisation de ce théorème à d'autres places. 

A. 7. Application aux représentations galoisiennes obtenues dans la cohomo- 
logie des variétés de Shimura de type P.E.L. de signature quelconque 

Nous montrons que la représentation galoisienne associée à une représentation auto- 
morphe d'un groupe unitaire dans une variété de Shimura de signature quelconque est 
bien celle prédite dans [45], du moins en une place décomposée ou bien en d'autres places 
sous certaines hypothèses. 

A. 7.1. Correspondance de Langlands locale pour GL„ revisitée. — Soit F\Qp 
une extension de degré fini. Soit 

ae:Ae{n,F)^ge{n,F) 

la correspondance de Langlands locale pour GL„(F) -f-adiquc, au sens où des deux cotes 
les représentations sont à valeurs dans des Q^-espaces vectoriels et oii nous prenons 
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comme définition de Q(^[n,F) : l'ensemble des classes d'isomorphisme de représentations 
p : Wp — ^ GLn{Qe) Frobenius semi-simples. L'ensemble Ai{n^F) est défini de la même 
façon que pour des coefficients complexes en remplaçant formellement C par Q^. 
Considérons le groupe H = Resp/Qp(GL„/^), et 

son L-groupe ^-adique oià Ip = HomQp(F, Qp) sur lequel Gal(Qp|Qp) agit par composi- 
tion. 

Le lemme de Shapiro 

H\Wq^, ^^H^) ~ H\WF,Gl.nm) 
implique alors l'existence d'une bijection 

TT I — y âi{Tr) 

entre Ae{n, F) et l'ensemble des classes de morphismes continus de Wq^ dans in- 
duisant l'identité après projection sur Wqj,, tels que l'image du Frobenius de F dans 
^H^ soit semi-simple, et où deux tels morphismes sont dans la même classe ssi ils sont 
conjugués par un élément de ^H^. La correspondance à est la correspondance de Lan- 
glands locale "absolue", c'est à dire sur <Qp. 

A. 7.2. Le morphisme Vfj, local. — Nous explicitons la définition de [45] dans notre 
cas. 

Soit H comme précédemment et 

fi : Gm/Qp — > H,Tf- 



V 



un cocaractère. Soit C Qp le corps de définition de la classe de conjugaison de ji. 

^Ô;- n ^^nWp 

et si via cet isomorphisme fj, = {p,r)T&iF où Vr ^.j- £ Z"/©" ~ X*(GL„) /conjugaison, 
Gal{Qp\E) est le stabilisateur de (/ir)r dans Gal(Qp|Qp). 

Exemple A. 7.1. — Si tq G /f est fixé et Vr ^ tq Hr = 0, Uto alors E = F'^°. 

jj, définit un poids dominant fi de ^H^ dont la classe de conjugaison est invariante par 
Gal(Q^|E). 

Supposons fi minuscule donné par des entiers {Pt)t£Ip , < p,- < n, et /Ltr = (1, • • • , 1, 0, . 

A fi est associé la représentation irréductible de dimension finie de ^H^ de plus haut 
poids (1, . . . , 1) — /i (et non /x, à cause de la convention homologique de Kottwitz qui iden- 
tifie /X au caractère définissant la filtration de Hodge sur le Hi et non le -ff^). Étendons 
cette représentation en une représentation r^j^ de ^He en posant que l'action de We sur 
l'espace de plus haut poids est triviale. 
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Plus explicitement : 

(Pt 
l\st 

où St désigne la représentation standard. Pour un élément a G We 

(1 y\ a).{®rVT) = ^rVa-^T 

(cette expression est bien définie car si cr G We^P^-^t = Pt)- 
Si TT G Ae{n, F) on peut donc définir 

r^l o àe{TT)\E e Qe{dimr^, E) 



Si plus généralement H = f^j^y^ Resp'-/Qp(GL„i?J pour des corps locaux p-adiques Fi , 
si /X = Hi est un cocaractère de -Hq^, si Ei est le corps réflex de la composante fii alors, 
le corps réflex de encore noté E, vérifie E dW^Ei =: M. De plus, la représentation 
V/j, du L-groupe de H est encore définie et 



iei 

Ainsi, si vr = ^{TVi est un représentation irréductible de iJ(Qp), la représentation à"^(7r) : 
VFqp — > est définie et l'on a l'égalité 

r^, o â(7r)|M = (g) (r^i o â^(7ri)|Êj , 



|M 

iei 

A. 7.3. Le théorème. — Nous supposerons maintenant que le type CM. $ est in- 
duit à partir d'un type CM. de )C, c'est à dire qu'il existe un tq G Hom(/C, C) tel que 
<î> = {r G Hom(F, C) | t^jç = tq}. Soit ^ le cocaractère de Gq associé à la donnée de Shi- 
mura. Rappelons que le cocaractère est donné par un uplet {pr, Çrjre* oii Pt + Qt = n. 
Nous reprenons les notations du I. 

Rappelons la formule de Matsushima qui décompose la cohomologie de De Rham de 
la variété de Shimura en représentations irréductibles de G{Af) : 

V ner(G)p 

L'action de G{Af) x GaI(Q|E') sur cette cohomologie permet quant à elle de décomposer 
la cohomologie étale £-adiquc en 

Vi hm H\shK, Cp) = n' i?^,,,^(n') 

n'eIrr(G{A/)) 

OÙ R\ p ^{lif) est une représentation continue de Gal(Q|£^). De la formule de Matsushima 
on déduit que 

3i iî^,,,^(n') / ^ 3n G T(G)p n' 
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Du théorème A. 2. 3, on déduit que si H G T{G)p et si en une place v décomposée de F, 
est supercuspidale 

^£,p,M(n/) = Osiz/dimSh 

et 

d\TnRf;;^f\Iif) = mu dimr^ 

où mn désigne la multiplicité de H. Nous poserons \R\ „ „(nf )! comme étant la représentation 
galoisienne semi-simplifiée de la représentation précédente. 

Théorème A. 1.2. — Soit H G T[G)p, soit [Ri^p^^ilif)] la représentation semi-simple 
de Gal(Q|i?) associée àlif en degré moitié dans la cohomologie de la variété de Shimura 
de type P.E.L. associée à (x. Supposons qu'en une place finie v de F divisant un premier 
de Q décomposé dans K, 11^ soit supercuspidale. Soit p un premier de Q décomposé dans 
/C. Notons G(Qp) = Hie/ CILn{Fv^)x(Qp etHp = i^yllv X- Rappelons qu'un plongement 
(ie Q dans Qp est fixé, et qu 'on note fx-^ = Hie/ cocaractère de Shimura local 
associés. Il y alors une égalité 



[Re,p,^^{Uf)]iw^^ = [r^_oà^(np)|Ê^: 



mn 



comme représentation semi-simple de We„- 

De plus, si pour i dans I, Ei désigne le corps réflex de fii, E^, G Y\j^ Ei =: M et 

[Re,p,t,{'nf)]\WM = (^[r^,i\M o ^Kn„,)|M] ® creix)^]^ M"^^^ 
iei 

Démonstration. — La deuxième formule est une conséquence immédiate de la première. 

Commençons par quelques préliminaires de L-groupes "^-adiques" (étant donné que 
nous ne disposons que de systèmes compatibles de représentations galoisiennes et pas 
de représentation du groupe de Weil global, nous ne pouvons travailler directement avec 
des L-groupes complexes). Soit le L-groupe £-adique de G 



a=(ll GLniQe) X Q/ ) X Gal(Q|Q) 



où Va e Gal(QIQ) a.{{gr)T,z) = {{hr)T,z') avec 



VrG$ hr 



OU 



et 



W = ii-iy ^ôi,n-j+l 



z' = z Yl det(5T 



cr ^ 1 r ^ <ï> 

L'élément w a été choisi de manière à ce qu'il envoie l'image par l'automorphisme g i 
de l'épinglage standard de GL„ sur l'épinglage standard. Soit maintenant H 
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(ResjT'/QGLn) X ReSjç/QGm- Le groupe réductif Resit^/^Gic étant une forme intérieure de 
il y a un isomorphisme de L-groupes 

^ {Res,c/QGic) ^ - 1^ n GLniWi) x x j x Gal(Q|Q) 

auquel est associé la correspondance de Jacquet-Langlands. Il y a également un mor- 
phisme de L-groupes 

^(Res^/QG^c) 

auquel est associé le changement de base quadratique. Le composé des deux morphismes 
ci dessus est associe au changement de base stable de la section A. 3. 

Rappelons que E désigne le corps réflex de /n. Ce corps ne contient pas forcément le 
corps réflex de {F, . Comme dans la section précédente dans le cas local, au cocaractère 
/X est associé une représentation de ^Ge vérifiant 

et 

VaGGal(QlE) r^(a) ( (g) ^ z ] = (g) v^-i^ (g) ' ( /\w-A {v,^-i^) z 

Remarque A. 7. 3. — Le morphisme est bien défini : on doit vérifier l'égalité pour 
tout 5 et cr 

Cela ne pose pas de problème au niveau des composantes du produit tensoriel in- 
dexées par des r € $ vérifiant G Cependant, si a ^ <ï>, il faut remar- 
quer qu'étant donné que a stabilise la classe de conjugaison qca-^r = Pt, et que 
si g est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n alors pour tout i, 
det{grK^'g=^[^--^g). 

Rappelons que F* désigne le corps réflex de (F,^). Dans notre cas F* = to(/C) pour 
un plongement tq de /C dans C. Nous allons nous intéresser au corps composé EF^. On 
peut définir une représentation de ^H^p^ de la façon suivante : 

- ( n GLn(Q^) X J\ GL„(Q^) X Q^^ X Q^^ j X Gal(Q|Q) 

Posons 
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et Va G Gal{q\EF^) 

^M(^)((8)^r®A) = (g)î;^-i^®A 

re$ rG<I> 

Et remarquons maintenant que le diagramme suivant commute 

^G^F* " ^(R'eS/c/QG/c)^;^* — ^Hef* 




où la première application horizontale est l'application associée au changement de base 
et la seconde à la correspondance de Jacquet-Langlands décrites auparavant. 



Notons maintenant Ri = [iî^^p^^ (IIj)] la représentation de Gal(Q|iï') associée à IIj 
dans la cohomologie de la variété de Shimura. Soit (n',x) le changement de base stable 
de n associé à II grâce au théorème A. 3.1. Soit R' la représentation ^-adique de Gal(F|F) 
associée à II' par le théorème A. 5.1. Il résulte du théorème A. 3.1 que x est un caractère 
de Hecke algébrique. On peut donc également lui associer un caractère £-adique x' '■ 
Gal(/C|/C) — > Qf^. Faisons maintenant la remarque fondamentale suivante qui résulte 
de l'égalité Qt = n — pr ■ 

a := ^^pT-{n — 1) — ""^^PtQt = mod 2 

A l'entier | est associé le caractère cyclotomique ^-adique tordu |-fois (qui est le caractère 
Galoisien ^-adique associé au caractère de Hecke algébrique 1 1 . 1 1"^^ ) ; nous noterons (— ) h- > 
(—)(§) la torsion par ce caractère. Le couple {R',x') fournit (par le lemme de Shapiro) 
un morphisme 

R^, : Gal(QIQ) "^H 

Posons 

(\ CL 

comme représentation de Gal(Q|£?F*). 

Montrons que -R2|Gal(Q|iiF*) ~ -^1 conclura la démonstration d'après les pro- 

priétés de R' énoncées dans le théorème A. 5.1, la forme du changement de base local en 
un p décomposé, la définition de r^, le choix de a et qu'étant donné que p est décomposé 
dans /C, {EF^^)^ = E^. 

Pour montrer que -R2|Gai(Q|EF*) ~ -'^i suffit d'après le théorème de densité de 
Tchebotarev de montrer que pour presque toutes les places v de EF^, R2\w ^ = 
"^^l^(BF*) ' R^sstreignons nous aux places v divisant des premiers po de Q tels que IIp^ soit 
non ramifiée. L'égalité ci dessus résulte alors de la commutativité du diagramme global 
ci dessus restreint à W^^^p^^^ et du théorème de Kottwitz calculant la représentation 
galoisiennes non ramifiée en une place de bonne réduction. □ 
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Corollaire A. 7. 4- — Soit vq une place de F fixée. Soit v un plongement de Q dans 
Qp tel que si r € $ vérifie v o t : F ^ Qp n'induise pas vç, alors Pr = ( autrement dit, 
la donnée de Shimura locale associée est étale hors vq). Alors, E^, = et 

Remarque A. 7. 5. — Les représentations £-adiques des groupes de Weil locaux considérées 
ci dessus sont semi-simples et pas seulement Frobenius semi-simples : on a semi-simplifié 
la monodromie de ces représentations. Ainsi, par exemple si p est une représentation 
galoisienne locale 

[p (8> sp{r)] = r[p] 

Cependant le théorème ci dessus devrait être encore vrai sans semi-simplification de la 
monodromie, c'est à dire il devrait y avoir un isomorphisme comme représentations du 
groupe de Weil-Deligne. 

Nous allons maintenant nous intéresser à la restriction de la représentation galoisienne 
obtenue dans la cohomologie de la variété de Shimura en une place non décomposée. Soit 
donc p un premier de Q inerte dans /C. Avec les notations du I, il y a une décomposition 

G{Qp) = nGLn(i^.J X GiH U{n,F,.)) 
iei jeJ 

où l'on suppose que l'ensemble J paramétrant les places de F égales à leur complexe 
conjuguée est non vide. Si H est une représentation automorphe de G satisfaisant les 
hypothèses du théorème A. 3.1, le changement de base stable global BC{Il) consiste en 
une représentation automorphe H' de GL„/p et un caractère de Hccke x de A^. La 
composante en p de H' fS> X 6st donc une représentation du groupe p-adique 

H (GL„(F^J X GLniFyc)) X [] GL„(F^.) x IC^ 
iei jeJ 

de la forme 

(n' (g) X)p = (g) {TTi ® Tti) (g)7rj- Xp 

où Vj G J TT j ~ TTj . Nous noterons alors 

BC(n)O = (g)7ri®(g)7r,-0Xp 

comme représentation de Hie/ GL„(F^- ) x Hj-g j GL„(Fî,^. ) x K,p qui est le groupe des Qp- 
points du groupe algébrique W^^^Resp^jQ^Gl^n x W^^jResp^^iQ^Ghn x Res^^/Q^G^. 
On peut en particulier définir la représentation à£(BC(n)p) de Gal(Qp|Qp) dans le 
L-groupe de ce groupe réductif (confère A.7.1). Dans la démonstration du théorème 
précédent, l'égalité -R2|Gai(Q|EF*) ~ -^i implique alors le théorème suivant : 

Théorème A. 7. 6. — Plaçons nous dans le cadre du théorème précédent en supposant 
cette fois ci que p est inerte dans JC. Il y a une égalité pour toute H G T{G)p : 
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et si BC{Il)p = ^i^i'ïïi <SijeJ T^j ®X> si M désigne le produit des corps réflex locaux, on 
a l'égalité 

[Re,p,n(^f)]\w^MicJ = mn(^[{r^^^)\MKp°^e{^^i)\MICp (S^{r,Mj)\MKp°MT^j)\MJCj,®Mx)\MJCj, 

iei jeJ 

Remarque A. 1.1. — Dans le cas d'un groupe unitaire en 3- variables les travaux de 
Rogawski ([53] et appendice Cl. 3) montrent que dans le théorème précédent 5(7(11)° 
ne dépend que de IIp et que donc la représentation galoisienne découpée par II / restreinte 
à un groupe de décomposition en p ne dépend que de H/. 

Nous allons préciser ce théorème dans le cas de d'un groupe unitaire en trois variables. 

Théorème A.1.8. — Supposons n = 3 et G{Qp) = GU{3) le groupe non ramifié en 
trois variables. Soit II G T(G)p . Supposons Hp supercuspidale ou bien une représentation 

de Steinberg de G(Qp). Soit ifj : Wq^ — > ^GU{3) le L-paramètre local associé (confère 
l'appendice C ; dans le cas de la représentation notée vr*(i^) dans l'appendice C ou de la 
représentation de Steinberg, le L-paramètre n'est pas trivial sur le facteur SL2 (C) ; dans 
ce cas on note ip la restriction à Wq^ de ce L-paramètre). Supposons qu'en une place 
finie de Q décomposée dans fC , Il est supercuspidale. Il y a a alors une égalité 

Démonstration. — Notons (n',x) le changement de base stable de II (A.3) et R' la 
représentation £-adique de Gal(F|F) associée à H' par le théorème A.5.1. Etant donné 
que n' 2± n"^, R' ~ R"^ (utilisant qu'en une place finie de F, R' réalise la correspondance 
de Langlands locale on en déduit que cet isomorphisme est vrai en toute les places finies de 
F et qu'il est donc vérifié par le théorème de densité de Tchebotarev). La représentation 
n étant supercuspidale en une place finie décomposée, II' est supercuspidale en une 
place finie, et donc la restriction de R à un groupe de décomposition en cette place 
est irréductible (il s'agit d'une propriété de la correspondance de Langlands locale). 
La représentation R' est donc irréductible. Comme dans le lemme 15.1.2 de [53], il 
existe un signe c{R') € {±1} obstruction à ce que R' se relève en un L-paramètre 
Gal(Q|F"'") — > ^Gi. Montrons que c{R') = 1. Le caractère det(iî') est le caractère 
^-adique associé au caractère central de H' (puisque cela est vérifié en toutes les places 
finies d'après une propriété standard de la correspondance de Langlands locale). Comme 
dans le lemme 15.1.2 de [53], c{R') = 1 ssi ce caractère central est trivial sur (F"*" ) ^ \ A^_|_ , 
ce qui est le cas d'après la dernière propriété du théorème A.3. Il existe donc une unique 
extension de R', 

<p' : Gal(Q|F+) ^ ^Gi 
oii Gi est vu comme groupe sur F+. D'oià un L-paramètre 

if" : Gal(QIQ) 

oii cette fois ci Gi est un groupe sur Q. Le caractère algébrique x fournit un caractère 
^-adique x' Qui couple à tp" nous donne un L-paramètre 

^ : Gal(QIQ) 
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L'application de changement de base locale de Rogawski est injective ([53] théorème 
13.2.1). On montre de même que si GU(3) désigne le groupe de similitudes unitaires 
p-adique non ramifiée 3 variables, si (p : Wq^ — > ^GU{2>) est un L-paramètre, ^\Wk 
détermine de façon unique, oii K est l'extension quadratique non ramifiée de Qp. On 
en déduit en particulier que 

et qu'en toutes les places î; oii H est non ramifiée, P>\Wq^ 6st associé à 11^ via la corres- 
pondance de Langlands locale non ramifiée. 

Considérons maintenant o ip. Comme dans la démonstration précédente, d'après le 
théorème de Kottwitz (A. 6), [r^ o <p\ est égal à [i?£,^,p (II/)] |.| 2 en presque toutes 
les places où II est non ramifiée. D'oii le résultat d'après le théorème de densité de 
Tchebotarev. □ 
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RESULTATS CONCERNANT LES TYPES ASSOCIES 
AUX REPRÉSENTATIONS DES GROUPES 

P-ADIQUES 



B.l. Quelques propriétés générales des types associés aux représentations 
supercuspidales des groupes p-adiques ([9]) 

Soit F un corps local et G les points à valeurs dans F d'un groupe réductif sur F. 
Soit TT une représentation supercuspidale de G. Notons s = [tt, G] sa classe d'équivalence 
inertielle. 

Nous ferons l'hypothèse suivante : 

Hypothèse B.1.1. — Il existe uns type (J, A), un sous-groupe compact ouvert modula 
le centre de G, J tel que J = J r\G^ , et une extension X de X à J tels que 

TT ~ c — /ndj A 
Soient maintenant xi,X2 deux caractères non ramifiés de G. 
Fait B.1.1. — On a l'équivalence 

TT (8) Xl =i TT (8) X2 <^ Xl| J = X2| J 

En effet, l'implication de la droite vers la gauche résulte de l'isomorphisme (c — 
/ndjTr) (8)x — c — Ind^{Tr®X\j)- Dans l'autre sens, si 7r(8)Xi — ''^®X2, alors (7r(8)Xi)|J — 
(7r(8)X2)|j or, pour z = 1, 2 il résulte de la proposition 5.6 de [9] que (7r(8)Xi)|j = ^®Xi|j- 
A étant irréductible de dimension finie, on en déduit en utilisant le caractère de A que 
Ai|j = X2\j- 

Notons Xc{G) le groupe des caractères non ramifiés de G. Le groupe Xc{G) s'identifie 
aux points d'un tore algébrique sur C. 

Fait B.l. 2. — Soit F = {x G X£{G) \ tt ® x — ^^'^ sous- groupe fini de Xc{G). 
L'algèbre de Hecke du type, Ti.{X,G) est isomorphe à l'algèbre des fonctions régulières sur 
la composante connexe du centre de Bernstein indexée pars. L'algèbre Ti.{X, G) s'identifie 
donc aux fonctions régulières sur le tore complexe Xc(G)/T. 

Notons e\ G Ti-iG) l'idempotent associe à A et T~L{X, G) = e\* 'H{G) * e\. Pour toute 
représentation vr' dans la classe d'équivalence s, l'espace 7r'(e;^).V^/ est un ?^(A, G)-module 
sur lequel H{X,G) opère par un caractère qui correspond au point associé à tt'. 
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L'application suivante est alors un isomorphisme 

n{X,G) ^ C[Xc{G)/T] 

f ^ [[x] ^ tr^®x(/)] 



Nous aurons besoin du Icninic suivant : 
Lemme B.1.2. — On a l'inégalité 

ygeJ tr^{ex *Sg) y^O 
Démonstration. — Commençons par remarquer que 

tr7r(eA * ôg) = tT-^{ex * Sg * ex) où e\*5g*e\e 7i{X, G) 
On vérifie de plus que 

Vx e Xc{G) tr^^^(eA * Sg) = xig) tTT,{ex * Sg) 

et donc, tiniex * ^g) = 1^ fonction régulière associée k ex * ôg * ex est nulle 
ex* ôg * ex = (grâce à l'isomorphisme ci dessus). 
Or, 

{ex *ôg* ex) * ôg-i = ex* {ôg *ex* ôg-i) = ex* exa 
Étant donné que A s'étend en À et que 5 G J, ~ A et donc e^s = ex- D'oii 
(eA *ôg* ex) * ôg-i =ex*ex = ex^0^ex*ôg*ex^O 

□ 

B.2. Types pour GL„ 

Rappelons l'un des théorèmes principaux de [8] 

Théorème B.2.1 ([8]). — Pour G = GL^, l'hypothèse B.1.1 de la section précédente 
est vérifiée. 

Nous remarquerons de plus que tous les groupes J obtenus sont contenus dans des 
normalisateurs de groupes parahoriques dans GL„ (cela est valable pour n'importe quel 
sous-groupe compact modulo le centre de GL„ et résulte de la classification des sous- 
groupes compacts maximaux de PGL„). 

B.3. Types pour les groupes unitaires non ramifiés 

B.3.1. Le groupe unitaire en trois variables. — Dans [48] le théorème suivant 
est démontré : 

Théorème B.3.1. — Supposons p différent de 2. Toutes les représentations supercus- 
pidales du groupe unitaire quasi- déployé U{3) sur un corps local p-adique possèdent un 
type vérifiant l'hypothèse B.1.1. 
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Nous utiliserons des types pour les groupes de similitudes unitaires non ramifiés. Bien 
que le théorème précédent soit démontré dans le cas des groupes unitaires, on peut 
l'étendre aux groupes de similitude unitaires en utilisant la section Cl. 7 

B.3.2. Le groupe unitaire général. — Dans l'article [35], Ju-Lee Kim construit des 
types vérifiant l'hypothèse B.1.1 pour des représentations supercuspidales des groupes 
unitaires non ramifiés. Elle conjecture qu'elle obtient ainsi toutes les représentation su- 
percuspidales de ces groupes. Ses résultats s'étendent aux groupes de similitudes unitaires 
(bien que cela n'est pas été publié). 



APPENDICE C 
RÉSULTATS DE ROGAWSKI SUR U{3) 



Nous rassemblons dans cette annexe les résultats de [53] que nous utilisons. La lecture 
des articles [54] et [55] est également utile. 

Cl. 

C.1.1. Notations. — Soit F\Fq une extension quadratique de corps locaux p-adiques. 
Soit G = U{3) le groupe unitaire en trois variables quasidéployé vu comme groupe sur 

Soit H = U(2) X U{1) l'unique groupe endoscopique elliptique de G. II est donc muni 
d'un morphisme de L-groupes — > ^G décrit dans le chapitre 4.6 et 4.7 de [53]. 

Soit C = U{1) X U{1) X U{1) l'unique groupe endoscopique elliptique de H. 

Les groupes C et H sont les deux groupes endoscopiques associés à G (plus généralement, 
les groupes endoscopiques associés aux groupes unitaires U (n) sont décrits dans la partie 
1.2 de [54]). 

Cl. 2. Transfert endoscopique local. — 

C. 1.2.1. De C à H. — Dans le chapitre 11 de [53], l'existence du transfert endosco- 
pique des représentations admissibles irréductibles de C vers celles de H est énoncé (les 
démonstrations étant identiques à celles de [44]). Il s'agit d'une application injective 

n(c) u{H) 
9 ^ p{e) 

où n(C) désigne les représentation irréductibles de C{Fq) (i.e. les caractères 6 = 9i 
02 ® O3 de U{1) X t/(l) X U{1)) et n(iî) les L-paquets de représentations admissibles 
irréductibles irréductibles de H{Qp). 

C. 1.2.2. De H à G. — Dans le chapitre 13 de [53], l'existence du transfert local 

U(H) U{G) 

P ^ n(^) 

est démontré, où n(G) désigne l'ensemble des L-paquets associés à G{Fq). 
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Cl. 3. Changement de base local. — Dans le chapitre 13.2 de [53], Rogawski 
démontre l'existence d'une application de changement de base quadratique 

BC : n(G) n(GL„/F) = ^(3, F) 

compatible avec le changement de base global de l'annexe A. Son image est constituée 
de représentations de GL(3, F), vr vérifiant vr ~ vr^ et ^^^px = 1 oii c désigne l'automor- 
phismc non trivial de -F|-Fo et le caractère central de tt. 

Cl. 4. Classification des L-paquets supercuspidaux de G. — Dans la section 
12-2 de [53], il est donné une description détaillée des L-paquets de représentations de 
G{Fo). Nous rappelons cette classification dans le cas des représentations super cuspidales 
qui est le seul cas que nous considérons. 

Cl. 4-1- L-paquets supercuspidaux pour H. — [proposition 11.1.1 de [53]] 

Définition C.1.1. — Un L-paquet de représentations de contient une représentation 
supercuspidale ssi ce L-paquet est formé de représentations super cuspidales (ce fait est 
faux en général). Nous appellerons un tel L-paquet un L-paquet supercuspidal. 

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de H se scindent en deux ensembles : 

• Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les {p} oii p est une 
représentation supercuspidale de H telle que le changement de base quadratique 
BC{p) soit une représentation supercuspidale de GL2(-F) x F^ . 

• Si ^ est un caractère de C de la forme 9i®92® Oi ov, Bx^Qi-, le L-paquet transfert 
endoscopique p{Q) est supercuspidal de cardinal 2. Lorsque Q parcourt les caractères 

de C du type précédent on obtient ainsi tous les L-paquets supercuspidaux de G 
de cardinal plus grand que 1. Un L-paquet supercuspidal H est de la forme p{Q) ssi 
i?C(n) n'est par supercuspidale (i3C(n) est alors un quotient d'une série principale 
de GL2(F) X F^ calculée en fonction de d). 

C. 1.4-2. L-paquets supercuspidaux pour G. — 

Définition C.1.2. — Un L-paquet de représentations de G est appelé un L-paquet 
supercuspidal s'il est constitué de représentations supercuspidales. 

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de G se scindent en trois sous en- 
sembles : 

• Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les H = {vr} oii 
TT est une représentation supercuspidale telle que BC{'ïï) soit une représentation 
supercuspidale de GL^iE). 

• Les L-paquets de cardinal 2. Ils sont construits de la façon suivante : soit p un 
L-paquet supercuspidal de cardinal 1 de H. Alors, le transfert endoscopique n(p) 

est un L-paquet supercuspidal de cardinal 2 de G. Un L-paquet supercuspidal II 
est de cette forme ssi BCiJi) est une représentation de GL3(F) dont le support 
supercuspidal est une représentation du sous groupe de Levi GL2(-F) x GLi(F). 



Cl 



177 



• Les L-paquets de cardinal 4. Ils sont construits ainsi : Soit p = p{9) un L-paquet 
supercuspidal de cardinal 2 de H tel que s\ = 6i®92®9^ alors 61,62, 63 sont deux 
à deux distincts. Le L-paquet obtenu par transfert de H h G de p, noté n(p) est 
alors de cardinal 4. Un L-paquet supercupsidal H de G est de ce type là ssi BC{Tl) 
est un sous-quotient d'une série principale de GLs{F). 

Cl. 5. Correspondance de Langlands locale pour les L-paquets supercuspi- 
daux de G. — Dans le chapitre 15 de [53], il est expliqué comment construire une 
correspondance de Langlands locale pour les L-paquets supercuspidaux de G à partir de 
la correspondance de Langlands locale pour GL3(F), et la classification précédente. 
Rappelons cette correspondance : 

• L'application BG : Ii{G) — > ^(3, F) induit une bijection entre les L-paquets 
supercuspidaux de cardinal 1 et les représentations supercuspidales tt' de GL3(F) 
vérifiant tt' ~ vr"^ {où c est l'automorphisme non trivial de F\Fo) et = 1- 

Si {vr} G n(G) est un tel L-paquet, si (p : Wp — > GL3(C) est le paramètre de 
Langlands associe à BC{'k) (une représentation irréductible de dimension 3), ip 
défini un morphisme de L-groupe Wp — > ^Gp = GL3(C) x Wp qui possède une 
unique extension en un L-morphisme Wp^ — > ^G. Cela établit une bijection entre 
les L-paqucts supercuspidaux de cardinal 1 de G et les classes de ^G'^-conjugaison 
ip de L-morphismes de Wp^ dans ^G telles que 'P\Wfq ^^i^ irréductible. 

• On établit de même une correspondance de Langlands locale pour les L-paquets 
supercuspidaux de H de cardinal 1. Alors, si H = n(p) est un L-paquet supercus- 
pidal de cardinal 2 de G, si : Wpç^ — > est le paramètre de Langlands associé 
à p, le paramètre associé à H est celui composé Wp^ — > — > ^G. Cela établit 
une bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 2 et les classes 
de ^G'^-conjugaison de L-morphismes p : Wp^^ — > ^G telles que \m{p) ne soit pas 
contenue dans ^B, où B est un sous-groupe de Borel de G, et telles que 'p>\y/F 
somme de deux représentations irréductibles. 

• La correspondance de Langlands locale pour G se déduit de la théorie du corps 
de classe local. Si H = Jl{p{6)) est un L-paquet supercuspidal de cardinal 4 de G, 
oiî 6 est un caractère de G, si (/p : Wp^ — > ^G est le paramètre associé à 6, on 
associe à H le paramètre composé Wp^^ — > ^G — > — > ^G. Cela définit une 
bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 4 et les classes de 
^G'^-conjugaison de L-morphismes p : Wp^ — > ^G telles que im{p) ne soit pas 
contenue dans ^B, où B est un sous-groupe Borel de G, et telles que ^{Wp^^ soit 
somme de trois caractères. 

Il y donc une bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G et les classes de ^G*^- 
conjugaison de L-morphismes p : Wp^ — > ^G telles que im{p) ne soit pas contenue 
dans ^B pour un sous-groupe de Borel B de G. L'application de changement de base se 
lit au niveau des L-paramètres comme l'application de restriction p> 1 — > P>\Wf- 

C.1.6. Classification des représentations supercuspidales de G. — Comme 
nous l'avons vu, les représentations supercuspidales de H sont toutes membres d'un 
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L-paquet supercuspidal. Cela est faux pour G. Il existe une famille de représentations 
supercuspidales de G, (•?r^(.^))^, toutes membres de L-paquets de cardinal 2 qui ne sont 
pas supercuspidaux. 

Ces représentations supercuspidales se construisent ainsi : soit ^ un caractère de H. 

A Ç est associe la représentation de Steinberg StniO de H définie comme constituante 
d'une série principale réductible de H (l'autre constituant étant ^, confère [53] 12.1). 
L'ensemble {StniO} ^st un L-paquet stable de carré intégrable de représentations de 
H. Considérons le L-paquet de représentations de G, Tl{StH{0)i transfert endoscopique 
de {StniO}- C'est un L-paquet de cardinal 2 noté 

où 7r*(^) est une représentation supercuspidale et 7r^(^) une représentation de carré 
intégrable. Alors, 

Fait Cl. 3. — Les représentations supercuspidales de G sont soit membres d'un L- 
paquet supercuspidal soit de la forme 7r^(Ç) pour une unique représentation de dimension 
1 de H, Ç. 

Cl. 7. Passage de U{3) à GU{3). — Soit G = GU{3) un groupe de similitudes 

unitaires non ramifié en 3 variables défini sur Qp et Gi C G le groupe unitaire noyau du 
facteur de similitude. Soit K\Qp l'extension quadratique non ramifiée. Il y a une inclusion 
^ Zg. 

Lemme C.1.4- — On a l'égalité suivante 

GiQp) = 

Démonstration. — Étant donné que G est non ramifié il y a une décomposition d'Iwa- 
sawa G(Qp) = G.A{Qp).N(Qp), où G est compact, A est un tore déployé maximal et 
N unipotent. Donc, Vp{c{G{<Qp))) = Vp{c{A{Qp))) . Avec les notations de l'appendice D, 
AiQp) = {diag(t, x, i-^x^) \ t e x eQ^ } et c = x^. Donc, Vp{c{G{Qp))) = 2Z. 

De plus, NK/Q^iK"") = p'^^Z^ et donc c(G(Qp)) C Nk/q^{K''). D'où le résultat 
puisque C|^x = A^AVQp. □ 

Corollaire C.1.5. — Il y a une bijection entre les représentations irréductibles de 
G(Qp) et les couples (tt, x) où tt est une représentation irréductible du groupe unitaire 
G'i(Qp) et X un caractère de tel que ujTr\K>^ = X- 

Corollaire Cl. 6. — La description des représentations supercuspidales de G(Qp) est 
identique à celle de Gi(Qp). En particulier, il y a une paramétrisation des paquets su- 
percuspidaux de G(Qp) par des L-paramètres ip : Wq^, — > ^G tels que im{il>) n'est pas 
contenu dans pour un sous groupe de Borel B de G. 
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ISOCRISTAUX MUNIS DE STRUCTURES 
ADDITIONNELLES : LE CAS DES GROUPES 

UNITAIRES 



Nous traduisons dans cet appendices les résultats de [37] et [42] dans le cas des 
groupes de similitudes unitaires quasidéployés. Nous utiliserons librement les notations 
de ces deux articles. 

D.l. Groupes unitaires en un nombre pair de variables 

Soit -F|Qp non ramifiée de degré pair [F : Qp] = 2d. Nous notons comme d'habitude 
a le Probenius de F\Qp et F le groupe de Galois Gal(F|Qp). Soit * = cr'^ l'involution de 
degré 2 et Fq le corps fixe de *. Notons G le groupe des similitudes unitaires quasidéployé 
en n variables, n pair, 



G = {ge GLn{F) I 'g*Jg = c{g)J,c{g) G Q^} 




T = < 



tn/2 



X 



yn/2 ^ QX 



■p 



Un tore déployé maximal est A 
G est déployé sur F, 



\ 



(QX)n/2 X c (F><)"/2 X = T. 



X 



0<i<d-l 



Le L-groupe connexe de G est donné par 



^ = n GL„(C) X C 



X 



0<i<d 
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sur lequel a = î G Z/2(iZ opère via 

(^■{{90, ■ ■ ■,gd-i),c) = {{w''g^\w,go, • • • ,gd-2),cdetgd-i) 

oùw = {{-iy-^ôi,n-j+i)i,j- 

X*{T) = {{xij)i^z/2dz,i<j<n I Xij + Xi+d,j+% = c e Z constant } 

r = Z/2dZ agissant par translations de coordonnée i sur les (xij) 
Le groupe de Weyl absolu est 

w = ei 

et 

X,{T)/W = {{xij) I VO < i < d Vj < f Xij > Xif} 
Le groupe de Weyl relatif sur Qp est Wq^ = (Z/2Z)5 xi 6„/2 et 

X^{A)/Wq^ = {(2/i)i<i<f \ yi<i'yi> Vi' et Vz > 0} x Z 
G'^'^ est simplement connexe et le cocentre D = G/G'^^'^ est isomorphe à 

{{x,t) eF^'x Q; I Np/Foix) = n via g ^ [det f (g), c{g)) 

D ~ {keiNp/p^ : F>< ^ i^lf } X puisque n est pair et A^j^/^o = <^ Np/p^ixt-''/"^) = 
1. On en déduit aisément que, 

= X4D)r = B{D) ~ Z/2Z x Z 
Nous normaliserons cet isomorphismc de la façon suivante : avec les notations précédentes 

Z{G) = xC^ 

0<i<d 

et on vérifie aussitôt avec l'action donnée de a sur G que l'on a : 

Z{Gf = //2 X 

où ^2 (C^)'' est le plongement diagonal et l'isomorphisme est fixé en posant 112 = 
Z/2Z. 

Nous allons maintenant nous intéresser aux classes de a conjugaison b G B{G) vérifiant 
Vp{c{g)) = 1 ce qui équivaut à dire que via l'application k : B{G) — > Z/2Z x Z la seconde 
composante de k,(6) est 1. 

De telle classes de a conjugaison classifient des isocristaux (A^, munis d'une action 
de F et d'une polarisation <.,.>: N x N ^ Qp(l) telle que si 

iV= N{i} 

iel/dZ 

est la décomposition N{i) = {n G N\\/x G F x.n = cr'(x)ri}, $ : N{i) N{i + 1), alors 
yi^j + d < N{i),N{j) >= et < ., . > est parfait sur N{i) x N{i + d) 



Classes basiques 
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D'après Kottwitz, il y a un isomorphisme 

K : B{G)b ^ Z/2Z X Z 

où la seconde composante est b ^ Vp{c{g)). Il y a donc une bijection entre les classes 
basiques telles que Vp{c{g)) = 1 et Z/2Z. Pour b G B{G)b, notons G Z/2Z la 

première composante de /t(6). 

L'unique pente du Qp isocristal sous-jacent associée à une telle classe est |. 

Le groupe Jb associé est une forme intérieure de G qui est un groupe de similitudes 
unitaires qui dépend de On a en fait le lemme suivant valable pour n'importe quel 

G et dont la vérification est facile : 

Lemme D.1.1. — Soit k : B{G)b Via l'identification Gad — {G)sc 

considérons l'isomorphisme de Kottwitz H^{F,Gad) — ^ ^*{^{{G)sc)^)- Soit l'applica- 
tion B{G)b — > H^{F,Gad) Qui à une classe basique b associe la classe de cohomologie 
d'un cocyle définissant la forme intérieure J^. Le diagramme suivant est alors commutatif 

B{G)b^^X*{Z{Gf) 



H\F,G^)^X*{Z{{G)scf) 

où l'application verticale de droite est la composition d'un caractère de Z{G)^ avec l'ap- 
plication naturelle Z{{G)sc)^ —>■ Z{G)^ induite par l'application Galois équivariante 
Z{{G)sc) — ^ ^{G), elle même déduite du morphisme {G)sc G. 

On en déduit donc le corollaire suivant dans la cadre de notre groupe unitaire : 

Corollaire D.l. 2. — 

[ G' SI K{b)\ = 1 

où G' désigne le groupe des similitudes unitaires en n variables non quasidéployé. 

Classes quelconques : Si 6 G B{G), Vp{c{g)) = 1, et si les pentes du F-isocristal 
sous-jacent (avec les notations précédentes cet isocristal est (Ar(0),$^'^) ) sont : 

\\ = -^>--->\r = d>d — Xi>--->d — \r-l 
hi 

de multiplicités mi, . . . ,mr-i,mr,mr-i, . . . ,mi. Avec les notations précédentes pour 
X^{A)/Wq^ on a 

Newt{b) = . . . , ^, . . . , 1, . . . , 1) X (1) G X4A)q/Wq^ 

V ' ^ V ' 

mihi mr/2 
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Si rrir 7^ le centralisateur du morphisme des pentes est le sous-groupe de Lévy 



= < 



A, 



r-l 



B 



Ai e GL, BeGU > 



oii GU{F;2mr) est le groupe des similitudes unitaires quasidéployé en 2mr variables. Si 
rrir = 0, 

M = ResF/Qj,iGLm^hi) x • • • x ResF/Qj,{GLm,_ihr-i) x Qp 




• (2) est autoduale de pente 1/2 et provient d'un groupe unitaire 

• (1) et (3) sont en dualité de pentes A, 1 — A et proviennent d'un GL 

b est donc déterminé par les pentes Ai,...,Ar les multiplicités et par l'élément de 
Z/2Z associé à la classe basique de GU{F; 2mr). On a alors 

Jb = GL^i(L>Ai) X ■ ■ ■ X GL^^_i(Da._i) x i/fe 

oii iîft est un groupe de similitudes unitaires en un nombre pair de variables déployé ou 
non suivant l'invariant dans Z/2Z (et oii l'on pose Hf, = si = 0). 



Polygone de Hodge : Soit € X^{T) tel que // soit donné par = {x 



l<j<n 



OU 



yi < i < d Vj < Oj Xij = 1, Vj > Qi X 



1-3 



OÙ les ao, . . . , a^-i sont des entiers compris entre 1 et n, et oii c o |U = 1 i.e. Xi^^j^n 



1 — X 



= V'z^G)^ G Z/2Z X Z est donné par 

Hi = { ^ ai mod 2, 1) 



0<î<d-l 



et ii2 € X* 



^"/^ est donné par 



1^2 



0<î<d 
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OU 



• k = 0-, ■ ■ ■ A,^, ■ ■ ■ si ai < ^ 



• k = i^, ■ ■ ■ ■ ■ ■ A) si ai > q 
V ' 

n/2— Oj 

Et donc finalement : 



B{G,fi) = { 



( 



h I Vp{c{g)) = 1, = ^ tti mod 2 et 

0<i<d 



Ai^_^,...,^,...,^ 



V 



m\h\ 



< 



v/2 / 



0<î<d 



au sens où le membre de droite doit d'abord être ramené dans la chambre de Weyl 
positive de X*(A)q avant d'être comparé. 

L'unique classe basique de B{G,fi) est la classe basique b telle que Vp{c{g)) = 1 et 
K{b)i = ^- ai eZ/2Z. 



Remarque D.1.3. — Dans la description de B{G,ijl) les points terminaux des poly- 
gones n'interviennent pas. En effet, la condition que les point terminaux des polygones 
de Hodge et de Newton soient égaux est automatique puisqu'un polygone symétrique a 
pour dimension le double de sa hauteur. 



D.2. Groupes unitaires en un nombre impair de variables 

Soit -F|Qp comme précédemment et 

G = {ge GL„(F) I 'g*Jg = c{g)J, c{g) G Q^} 













2 


oii J = 







1 







l 


In-l 
2 









Un tore maximal défini sur Qp est 

T = diagih, ...,tn^, c{q^y, c{t-^y) 

oùti,xe F'',xx* =ceQ^. r~ (F^)— x {x g | Nf/f^{x) GQp}. 

n—1 

Un tore déployé maximal est A = {Qp)~ x C T. 
G et ^G sont de la même forme que précédemment. 
Notons 

Tl — 1 

X*(r) = {{Xij)i^z/2dZ,l<j<n I Vj < Xij + X^^^ .^n±l = C,X-^n±l + X-^rf^n+i = c} 

w = eiet 

X^{T)/W = {{xij) \ yO<i<d-l yj <j' Xij > Xij>} 
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Le groups de Weyl relatif s'identifie quant à lui à Wq^ ~ (Z/2Z) 2 xi 6n^ et 

n + 1 

X,{A)/Wqp = {(yi)i<,.<^ I VI < i < / < -—- y, > yj,, yi > 0} 



Le cocentre D est isomorphe comme précédemment à 

{{x,t)eF'<xQ;\NF/F^{x)=e} 

qui est isomorphe à 

{xeFX \Np/F^ix)eQ;}xQ; 

On en déduit aisément que 

et que V6 G B{G) K{b) = Vp{c{g)). 



Classes basiques : Soit l'isomorphisme de Kottwitz 

K : B{G)b ^ Z 

On en déduit qu'il existe une unique classe basique b telle que Vp{c{g)) = 1. Et on a 
alors, puisque G ne possède pas d'autre forme intérieure que lui même, 

Jb = G 

Classes quelconques : La discussion pour les pentes, M et est la même que 
précédemment à ceci près que la classe basique du groupe unitaire est unique. On a 

/ \ 

Al Al 1 11 



Newt{b) 



2d''"'2d'"""'2''"'2'2 

^ V ' ^ V ' 

Y mihi '"'-^-1 y 



Polygone de Hodge : Supposons donné par /x = tel que 

yi < i < dyj < ai Xij = 1, Vj > ai Xij = 

et où c o /X = 1 i.e. 

/il = /ï|2(g)r est donné par /^i = 1 et /X2 € X^:{A)q = Q~2~ est donné par 

^2 = ^ E 



d 

Q<i<d 



OU 

. /i = (l,...,l,i)siai = ^ 
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n+l 



Posons E = li moins le i à droite, alors 



b I Vp{c{g)) = 1 et 



( 

Al Al 

2d'"''2d' 
V ' 

y mihi 



\ 

1 1 

V ' 

— 1 I 
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APPENDICE E 
ESPACES ADIQUES ET ESPACES ANALYTIQUES 



E.l. Différents espaces 

Soit k un corps value complet muni d'une valuation de rang 1. 
Rappelons qu'il y a un foncteur pleinement fidèle ([2] 1.6.1) 

X I — > s{X) 

de la catégorie des espaces analytiques de Berkovich Hausdorff (i.e. \X\ est séparé) dans 
la catégorie des variétés rigides quasiséparées. 

Si A est une algèbre afîinoïdc, s{M{A)) = Spm{A). 

Rappelons également ([28] 1.1.11) qu'il y a une équivalence de catégorie 

Y I — ^ r{Y) 

entre la catégorie des variétés rigides quasiséparées Y sur k et la catégorie des espaces 
adiques quasiséparés localement de type fini sur Spa(fe, k^). Nous noterons 

X ^ X"» 

la composée X r{s{X)) qui est pleinement fidèle. 
Rappelons la proposition suivante 

Fait E.1.1. — (128] 8.3.3) L'image essentielle de X ^ x"^ est formée de la catégorie 
des espaces adiques quasiséparés localement de type fini tendus ("taut") sur Spa(k,k^). 

La condition d'être tendu portant uniquement sur l'espace topologie de l'espace adique 
([28] 5.1.2). 

Supposons maintenant la valuation de k discrète. 

A X un schéma formel localement formellement de type fini sur Spf{kP) est associé 
un /c-espace analytique paracompact X''". Il est muni d'un morphisme de spécialisation 

sp : X"" — 

Si y C X,5 est un sous-schéma localement fermé de la fibre spéciale de X on a un 
isomorphisme canonique 

{x'iyr ^ Sp-\Y) 

OÙ sp~^{Y) est un domaine analytique localement fermé dans jC"". 
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Si Y est ouvert, sp-\Y) est fermé {Y = D{f) sp-\Y) = {\f \ = 1}. 
Si Y est fermé, sp-\Y) est ouvert (Y = V{f) sp-^iY) = {|/| < 1}. 

A X est également associé fonctoriellement un espace adique t{X). t étant défini loca- 
lement par t{Spf{A)) = Spa(^, A). On peut alors considérer l'espace adique 

d{X) = t{X)a 

l'ouvert de t{X) formé des points analytiques i.e. des valuations ayant un support non 
ouvert. Si I est un idéal de définition de A, 

d{Spf{A)) = ^V^{A,A)\V{I) 

On a alors un morphisme de spécialisation d'espaces annelés 

(d(X),0,(3e))^(X,0,e) 

l'application au niveau des espaces topologiques étant celle qui associe à un point x G 
d{?i) le support d'une spécialisation de x dans t{X) formée d'un point non analytique. 

Si X/Spf{k^) est adique c'est la bonne définition de la fibre générique de X au sens 
des espaces adiques. 

Dans le cas général 

d{X) = t{X) \ V{7r) C d{X) 

est un espace adique ouvert dans d{X) muni du morphisme de spécialisation obtenu par 
restriction de A : 

A : d{X) — ^ X 

C'est la bonne définition de la fibre générique au sens de Berthelot et on a des isomor- 
phismes canoniques commutant aux morphismes de spécialisation 

Nous noterons donc d(X) = X"^. 

Si maintenant y C et un sous-schéma fermé, X~^{Y) C X^^^ est un ensemble fermé 
constructible et on a un isomorphisme canonique 

(l'intérieur de \~^{Y)). Ainsi (X^y)"^ s'identifie à un ouvert de j£"^ qui est l'ouvert 
Si 3; C X est ouvert, y"<^ C X"^ est l'ouvert Â-^^")- 

Exemple E.1.1. — Si X = Spf{k^ < Xi,...,X„ >), X"" = B" la boule fermée 
analytique, X''*^ = B" la boule fermée adique (qui est ouverte dans A") . Si 1" = ^(0), 
X^Y — • • • î-'^nDî sp''^{Y) = B" la boule ouverte analytique obtenue par 

recollement d'une union croissante de boules fermées (ce n'est pas l'intérieur de la boule 
fermée analytique pour la topologie de Berkovich ! ) . 

X~^{Y) = {\Xi\ < 1} C B" un fermé (ce n'est pas un espace adique, c'est un espace 
pseudo-adique) et {X^y Y^^ ^st la boule ouverte adique obtenue comme union croissante 
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des boules ouvertes de rayon strictement inférieur à 1. A ^{Y) \ A ^{Y)^ est constitué 
de valuations de rang > 2 qui ne sont pas dans l'espace de Berkovich. 

On remarquera que la stratification associée à un fermé Y C Xg de la fibre spéciale 
est plus compliquée dans le cas de l'espace adique : 

• La stratification de X""" associée est sp-^{Y) C X''" où sp-^{Y) est un domaine 
analytique ouvert et X"" \ sp^^{Y) est un domaine analytique fermé. Les deux 
strates sont donc des espaces analytiques 

• La stratification de X"^ associée est 

X-\Y f cX-\Y) C X"" 

où X~^{Y) est un espace pseudo-adique (i.e. un germe d'espace adique) et le complémentaire 
est un espace adique ouvert dans X''*^. 

E.2. Différents morphismes étales 

Si j : B" > A" désigne l'inclusion de la boule fermée dans l'espace affine, j est une 
immersion ouverte au sens des espaces adiques et est donc étale. L'espace adique 
est lisse sur Spa(A;, /c'^). Cependant, j n'est pas étale au sens des espaces analytiques car 
ô(B"/A'*) 7^ 0. Ainsi, B" n'est pas lisse comme espace analytique sur k. 

Rappelons : 

Définition E.2.1. — [3] Soit / : X — > y un morphisme d'espace analytique. / est 
quasi-étale si tout point x G X possède un voisinage qui est un domaine analytique 
fermé étale au dessus de Y. 

Fait E.2.1. — ([3] 2.3, resp. [28] 3.5.1) Si X y est un morphisme de schémas 
formels, X"" 3^"" est quasi-étale et X"^ — > 3^''*^ est étale. 

Par exemple, si X "-^ 3^ est une immersion ouverte, donc étale, elle induit une inclusion 
d'un domaine analytique fermé X"" dans y"'"' qui n'est pas étale mais quasi-étale. Par 
contre elle induit une immersion ouverte d'espaces adiques. 

Le lien entre les deux notions est le suivant : 

Fait E.2.2. — (^28] 8.3.4) Si f : X ^ Y est quasi-étale, f est étale ssi : X"^ ^ 
Y"^ est partiellement propre. 

Rappelons qu'un morphisme d'espaces adiques est partiellement propre s'il vérifie un 
critère valuatif de propreté (et est localement de type fini) et qu'un morphisme est propre 
ssi il est partiellement propre et quasicompact. 

Ainsi, un domaine analytique ouvert induit une immersion ouverte d'espace adique 
qui est partiellement propre et à un ouvert analytique d'un espace analytique de bord 
vide sur k est du point de vue adique partiellement propre (c'est en particulier le cas 
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d'un ouvert analytique de l'espace analytique associé à un schéma) 

Les deux exemples typique d'espace partiellement propre sont les suivants : 

Fait E.2.3. — Si X/k est un schéma localement de type fini, X"^ / Spa{k, k*-') est par- 
tiellement propre. 

Fait E.2.4- — Si X/ Spf{k^) est un schéma formel localement formellement de type 
fini séparé, 



Lorsque X est adique sur k^, il s'agit même d'une équivalence. 

Exemple E.2.2. — Le tube au dessus d'un fermé propre de la fibre spéciale d'un 
schéma formel est partiellement propre. 

Du point de vue des espaces adiques de Huber 

Fait E.2.5. — Soit f : X un morphisme d'espaces analytiques. /"^ est partielle- 
ment propre ssi d{X/Y) = 0. 

f 

Si X = A4{A) > Y = M{B), f est partiellement propre s'il existe une immersion 

fermée 



Xs propre 




X 



]B"(0,e) X Y 




Y 

pour < e < 1 telle que X soit Zariski fermé dans B"(0, 1) x Y. 



APPENDICE F 



COHOMOLOGIE £-ADIQUE DES ESPACES 
ANALYTIQUES 



Dans cette section nous donnons des démonstration des résultats non publiés de [1] 
en suivant [29]. 

F.l. Propriétés générales 

Soit k un corps valué complet et X un fc-espace analytique Hausdorff (i.e. \X\ est 
séparé). Soit A un anneau de valuation discrète complet d'idéal maximal m et de ca- 
ractéristique résiduelle £ p où p = char{k^ /k^). 

Définition F. 1.1. — Un A, faisceau ou encore un faisceau A-adiquc sur X^^ est un 

système projectif {Tn)n£N de faisceaux en A-modules sur X^t vérifiant Vn rn^Tn = 0. 

Nous noterons A, — ^c jxét la catégorie associée. 

On définit de même A, — mod la catégorie des A,-modules 

On notera également A — J^c /^ét la catégorie des faisceaux de A-modules. 

A, —J^Cixéi est une catégorie abélienne A linéaire possédant suffisamment d'injectifs. 

On a un foncteur exact à gauche 

TT* : A, - J^c/x, 

Si {J-n)n G A, — J^cjx^^ et X n'est pas compact il n'est pas raisonnable de poser 
Tc{X,{J^n)n) comme étant égal à lim Tc{X,!Fn) car si (sn)n € lim Tc{X,J^n) il se 
peut que l'adhérence de Unsupp{sn) ne soit pas compact. 

Nous adopterons donc la définition suivante : 

Définition F. 1.2. — 

Ti : A - J^c/x,, Ab 

T ^ re(x,^) 



A- J^sc 



lim Tn 
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Fc = F; o vr^ 

On a donc Tc{X, {J^n)n) = {{sn)n £ lim r(X, | U„SMpp(s„) est compact }. 
On posera 

Hl{X, (^„)„) = RP{T,{X, -))((^n)n) 

Remarque F. 1.3. — Si X est compact Fc(X, {Tn)n) = lim F(X, 

Lemme F. 1.4- — Soit F un faisceau ahélien sur X^t- SiMx ^X Tx tstunGa\{]C{xY\ïi{x))- 
module acyclique et si ^\^x\ faisceau mou, T est acyclique. 

Démonstration. — Il suffit de considérer le morphisme de site / : — > La première 
hypothèses montre que Vp > Wf^{!F) = car ses fibres en tous les points de |X| sont 
nulles (cf. [2], 4.2.4) . La suite spectrale de Leray associée dégénère donc en Hc{Xét,J-') — 
Hc{\X\, J^\x\ ) mais \X\ est localement paracompact donc étant mou il est Fcd^l , — ) 
acyclique. □ 

L'intérêt du lemme qui suit est qu'il permet de calculer la cohomologie à support 
compact d'un faisceau A-adique comme l'hypercohomologie à support compact d'un 
complexe de faisceaux de A-modules. 

Lemme F. 1.5. — MFc = MFi oMtt* 

Démonstration. — En suivant la preuve du i) du lemme 2.3 de [29] on voit qu'il suffit de 
montrer que si Vn X„ est un injectif de A/m" — J-sc/x^^. alors Ilfe^o-^fe acyclique. 
Pour cela nous allons appliquer le lemme F. 1.4. 

/ \ dise 

k 

comme Gal(/C(a;)*|/C(a;))-module galoisien discret, où si M est un module galoisien M**'^ 
désigne sa partie discrète. Or, si (Mfe)^^^ sont des Gal(/C(a;)*|/C(x))-modules discrets 

(/ \ disc\ 

Gal(/C(x)^|/C(x)), (ïl^kj j ^ llH'^{G3.l{JCixr\)C{x)),Mk) 

Ik étant injectif comme faisceau de A/tn^-modules, Vx Ik,x est un Gal(/C(a;)''|/C(x))- 
module galoisien acyclique ([2], 4.2.5) . On en déduit donc que {Ylklk)^ également 
un. 

De plus, (nfc-^*;)||x| mou car il est flasque et |X| est localement paracompact. □ 

Dégageons quelques propriétés simples de la cohomologie A-adique : 

Lemme F. 1.6. — Soit \]{X) un ensemble d'ouverts de X tels que MU € U(X),J7 est 
compact, VC/i, U-2 G U(X) € V{X) UiUU2(Z U3 et \JueVix) U = X. On a alors, 

TciX,{J='n)n) = lim lim Tc{U,Tn) 

U&{X) n 
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Démonstration. — Cela résulte de ce que tout compact de X est contenu dans un élément 
de V{X) et réciproquement. □ 

Nous choisirons généralement V{X) = { ouverts U de X, U est compact } ou bien 
1]{X) = { ouverts distingués de X} où rappelons 

Définition F. 1.7. — [1] Un ouvert U de X est distingué s'il peut s'écrire U = Vi\V2 
où Vi et V2 sont des domaines analytiques compacts. 



Lemme F. 1.8. — 1. Si i : Y ^ X est une immersion fermée d'espaces analytiques 
ou une immersion d'un domaine analytique fermé, il y a un isomorphisme cano- 
nique 

2. Si j : U '-^ X est une immersion ouverte, pour tout {J^n)n £ A, — J^scjx^f il y a 
une application naturelle 

Hm (■^n|C/)n) H^iX, 

et y{J-'n)n £ A, — J^sc/u^^ une application naturelle 

3. Si Y est un recouvrement ouvert de X tel que WVi, V2 3V3 G V Vi U V2 C V3 

Démonstration. — 1) Soit le foncteur 

: A, — J^c/yét — > A, — J^c/Xét 

{.•F n)n ' ^ n)n 

il est exact et possède un adjoint à gauche {Tn)n ' — ^ {i*Fn)n- H envoie donc les injectifs 
sur des injectifs. De plus, |y| étant fermé Tc{Y, — ) = T^X, — ) o i^,. D'oii le 1). 

2) Soit le foncteur 

j* : A, - J^c/x., — ^ A, - J=sc/uèt 

^•F n)n ' ^ (j -Ff^n 

qui est exact et possède un adjoint à gauche {Fn)n ^ {j\Fn)n- On a donc R^iTdU, — ) o 
j*) = R^Tc{U, —) o j*. On a de plus une application naturelle 

Tc{U,-)of ^T,{X,-) 

ce qui conclu la démonstration de la première partie. 

Si maintenant {Fn)n G A, — J^Cjubt il y a une application canonique d'adjonction 

i^F n)n ^ j\F n)n 

L'application cherchée est alors la composée 
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OÙ la dernière application est celle définie auparavant. 

Le 3) est clair car lim o lim = lim et les limites étant filtrées elles sont 

veY uev{x) uev{x) 
exactes. □ 

7 

Remarque F. 1.9. — En général l'application 

n'est pas bijcctive. Cela est du au fait qu'en général j ne possède pas de bonnes propriétés 
de finitude. Déjà dans le cas algébrique, pour X ^ Y un morphisme de type fini, pour 
montrer que {R'^ f\){{J^n)n) = {R^ f\^n)n pour {J^n)n constructible et R'^Tc o R'^ f\ = 
R'^Vc il faut utiliser les propriétés de finitude de f\ : f\ (constructible) est constructible. 
Par exemple, en général iî?(J^"'^, Q^) ^ H^{:F,jiQi) (cf. [29], exemple 2.7 ) 

Comme dans le lemme 2.3 de [29] on a une factorisation R'^Fc = lim oInd{R^ p)oR'^a 

U(X) 

de laquelle on déduit : 

Proposition F. 1.10. — ^{^n)n ê A, — J^sc/x^f il y a des suites exactes ; V;j G N 
— ^ lim lim^ HP-^{U,J^n) — ' HP{X,{J^ri)n) — ' Hm lim HP{X,Tn) — ^0 

UeV{X) n UeV{X) n 

Corollaire F. 1.11. — 

a) Si Vn yU G U(X) H^{U, Tn) est un K/m^ -module de type fini 

VpGN HP{X,{J^n)n) ^ hjm lim HP{U,J^n) 

uev{x) îieN 

b) Vp > 2dim(X) + cdi{k) + 1 V(:F„)„ G A, - J'sc/x,^ Hl{X, {J^n)n) = et sous 
l'hypothèse du a) cela est vrai pour tout p > 2dim(X) + cd^{k) 



Exemple F.1.12. — S\X est la boule ouverte de dimension n, U(X) = {B^^(0, e) | < 
e < 1 } les hypothèses du a) sont vérifiées pour = (Z/^"Z)„ et 

Hl{Bl,Zt) = hm hm i/^'(i^(0, e), Z/^Z) 

e^l neN 

_ J si p 7^ 2n 
\ Z^ si p = 2n 



F.2. COHOMOLOGIE SADIQUE DES ESPACES ANALYTIQUES QUASI-ALGÉBRIQUES 195 



F. 2. Cohomologie ^-adique des espaces analytiques quasi-algébriques 

Les hypothèses faites ici : X quasi algébrique et T localement constant ne sont là 
que pour palier à l'existence d'une théorie des faisceaux constructibles pour les espaces 
analytiques comme c'est le cas pour les espaces adiques ([28], [29]). 

Définition F. 2.1. — ([3],[1]) X est quasi- algébrique si Vx G X 3Vi,...,V^ des do- 
maines afEnoïdes tels que x G HiLi^'UILi^î voisinage de x et tout Vi est 
quasi-étale au dessus d'un domaine affinoïde de l'espace analytique associé à un schéma 
de type fini sur k. 

Remarque F. 2. 2. — D'après [1] cela imphque que l'on peut trouver des Vi qui sont 
eux mêmes des domaines afïinoïdes dans l'espace analytique associé à un schéma de type 
fini. 

Remarque F. 2. 3. — Tout espace analytique lisse sur k est quasi-algébrique. 

Définition F. 2. 4- — {^n)n £ A, — J^c/x^^ est localement constant si 

ym>n J^m® A/m" Tn 
et Vn Tn est localement constant fini sur X^t comme A/m"-module. 

Lem,m,e F. 2. 5. — Soit X quasi- algébrique et U un ouvert distingué de X ou un do- 
maine analytique compact. VT G A/m^—Tsc/x^^ localement constant fini, Vp G N Hc{U,T) 
est un A/m" -module de type fini. 

Démonstration. — Si U est un domaine compact c'est le corollaire 5.6 de [3]. 

Si U = Vi \ V2 est un ouvert 011 Vi et V2 sont des domaines compacts cela résulte de 
la suite exacte longue de cohomologie 

HP{U,T) HP{V,,T) HP{Vi n V2,T) ^ 

et de l'assertion pour un domaine compact. □ 

Corollaire F. 2. 6. — Si X est quasi-algébrique et {!Fn)n esi localement constant 

HP{X,{Tn)n)= Ivm lim HP{U,Tn) 
u distingué nëN 

En particulier si X est compact 

HP{X,{Tn)n)= lim HP{X,Tn) 
neN 

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du corollaire F. 1.11. □ 
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Proposition F. 2.1. — Supposons cd(^[h) < +00. Soit U un ouvert distingué ou un 
domaine compact d'un espace quasi- algébrique X, T localement constant sur X. \/p £ 
N {Hc{U,J^n))n est AR m-adique et lim Hc{U,Tn) est un A-module de type fini. 

neN 

Démonstration. — H^{U,J^i) étant de type fini, la première partie de la proposition 
entraîne la seconde. 

Pour tout n, soit C'{J-n) la résolution de Godement de J-n associée aux points de |X| 
(si X G \X\ il y a un morphisme de sites ix ■ Spec{IC{xY)ét Spec{IC{x))ét X^t et 

En utilisant le lemme F. 1.4 on vérifie que c'est une résolution FcÇU,—) acyclique de 
!F. Cette résolution est scindée sur chaque fibre. Etant donné que Vn J-n est localement 
constant, pour tout n C'{J^n) est A/m" plat et 

Vm > n C'iJ^rn) <8) A/m" ^ C*(JP„) 

Si m > n considérons la résolution périodique D* de A/m" dans la catégorie des 
A/m"*-modules (et faisceaux) 

777" te'""" 137" 
. A/m"* — ^ A/m"* A/m"* — ^ A/m"* 

Pour tout p appliquons la formule de projection ([2] 5.3.9) : 

C^(^m) «A/n^^ £>• = CÎ'(J^^)(8)A/m"~CÎ'(J^„) 

et 

tu" tu"*~" tu" 
^ T,{U,CP{J'm)) — re(C/,CÎ'(.F^)) r,([/,CÎ'(^^)) T,{U,CP{J'm)) — 

On en déduit donc que 

et que rc(î7, C^(^„)) est un A/m"*-module plat (par récurrence sur m). 

X étant quasi-algébrique et U compact, dim(?7) < +00 et donc pour d > 2dim([/) + 
cde{k) T<d^ciU,C*(J-'n)) calcule H*{U,Tn) qui est un A/m"-module de type fini. On 
peut alors appfiquer le lemme 12-14 de [19] pour conclure. □ 

Définition F. 2. 8. — Soit L le corps des fractions de A. Un faisceau L-adique est un 
faisceau A-adique modulo m torsion. On notera pour ^ G A, — J^c (g) L le faisceau 
L-adique associé et on posera Hc{X, ® L) = Hc{X, (2> L. 

Un faisceau L-adique localement constant est un faisceau L-adique de la forme J- ®L 
avec localement constant. 
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Corollaire F. 2. 9. — Soit X quasi- algébrique muni d'une action continue 6) d'un 
groupe G tel que G possède un pro-p sous-groupe ouvert. Soit T un faisceau L-adique 
localement constant muni d'une action de G compatible à celle sur X. Alors, Hc{X,J^) 
est un G-module lisse. 



Démonstration. — = G ® L, Q localement constant, 

lim HP{U,g) 



HP{X,J^)= lim 

U distingue 

Soit donc s € Hc{X,J^). Il existe U distingué tel que 

s € im {HP{U, g)^L^ HP{X, G) ® L) 

Si [/ = Vi \ V2 où Vi et V2 sont des domaines compacts, par continuité de l'action 
C G un sous-groupe ouvert tel que \/g e K g.Vi = Vi,g.V2 = V2 et donc g.U = U. 
D'après [3] 7.7, Vn Hc{U,Qn) est un iC-module lisse. Etant un A/m"-module de type 
fini c'est un JT-module discret. K agit donc continuement sur le A-module de type fini 
lim Hc{U,J^n)- Si K' C K est un sous-pro-p-groupe ouvert, un sous-groupe ouvert K" 

n 

de K' s'envoit sur un pio-£ groupe et agit donc trivialement. Donc, G K" g. s = s. □ 
On montre de même : 

Corollaire F. 2. 10. — Sous les mêmes hypothèses Ga\{k\k) agit continûment sur Hc {Xi 

k,!F) au sens où Hc{X ®k,J^) est une union croissante de Ga\{k\k) -modules de dimen- 
sion finie continus. 
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